1.UVOD

Cilem této diplomové prace je sezndmit Ctendfe s problematikou polynomu jedné
proménné. Pfedpokldddm, Ze Ctendr jiz znd pojmy, které se tykaji derivaci a zdkladnich
poznatkti z algebry.

Diplomova prace je rozdélena do dvou kapitol, které jsou dédle déleny do nékolika
podkapitol.Kazd4 podkapitola obsahuje zdakladni véty a definice, které se tykaji daného
problému. Podkapitola dale obsahuje vzorové feSeny piiklad s popisem a ulohy
k samostatnému procviceni s vysledky. K nékterym podkapitoldm je uveden piiklad
vyuziti polynomi jedné proménné v praxi.

V prvni kapitole jsou pfiblizeny polynomy jedné proménné. Nalezneme v ni teorii
a navod k feSeni tloh dané problematiky, napt. Hornerovo schéma, Bezoutova véta,
derivace polynomu, nalezeni raciondlnich kotfent a Euklidav algoritmus.

Reseni algebraickych rovnic je popsano v kapitole druhé. Je zde vysvétleno feseni
binomické rovnice, déle pak feSeni kvadratické, kubické rovnice a rovnice ¢tvrtého fadu,
kdy tato problematika vede k feSeni reciprokého polynomu prvniho nebo druhého druhu.
V této kapitole jsou také fesené piiklady s popisem postupu a ulohy k samostatnému

procviceni.



2. POLYNOMY JEDNE PROMENNE

Pojem funkce v matematické analyze

V matematické analyze se definuje funkce takto: BudiZ ddna néjakd mnoZzina Cisel M .
Ptifadime-li kazdému ¢islu z M néjaky predpisem jednoznacné néjaké cislo, fikame, Ze
jsme definovali funkci jedné proménné na mnoZiné M. MnoZina M se nazyva obor
funkce. Cisla, kterd jsou pfifazena jednotlivym &islim z M, nazyvaji se hodnoty
Sfunkce.Tvofi jistou mnozinu N, mnoZinu hodnot funkce.

Casto je ddno pfifazeni &isel z N k &slim z M né&jakym pocdetnim piedpisem jako napf-.
y=ax+b,y= X, y=1/( x* + 1 ) atd. Tomu se rozumi tak : Do vyrazu na pravé strané
rovnosti se dosadi za x postupné ¢isla z M. Hodnoty y téchto vyrazi, které takto
dostaneme pro rizna ¢isla z M, Uddvaji prave funkcni hodnoty z N, kterd jsou
jednotlivym ¢isliim z M piifazena. Symbol x, za néjz dosazujeme ¢isla z M a ktery tedy,
jak se obvykle fikd, miZe nabyvat jakékoliv hodnoty z M, nazyva se nezdvisle
promeénnd. Proménné budu oznacovat vZdy pismeny z konce abecedy x, y, z, . . .
Obecn¢ oznacujeme funkci symbolem f{x) a to i tenkrate, je-li ddna jinym piifazenim
hodnot z N k hodnotdm y M, neZ pocetnimi predpisy podobnym tém, které byly pravé
uvedeny. Hodnotu funkce pro ¢islo ae M znacime pak f{a). VySetiujeme-li najednou
vice funkci, rozliSujeme je indexy nebo uzivame dalSich pismen: g(x), h(x), F(x) atd.
ProtoZe pfifazujeme funkéni hodnoty jednotlivym ¢isltim a nikoliv dvojicim, trojicim
nebo n-ticim ¢isel (n > 1), mluvime o funkcich jedné nezdvislé promenné nebo také o
funkci jedné proménné.

Obsahuje-li mnoZina M jen ¢isla redlnd, mluvime o funkci redlné proménné, v opatném
ptipadé€ o funkci komplexni proménné. Jsou-li hodnoty funkce jen redlna ¢isla mluvime

o redlné funkci, jsou-li to i ¢isla komplexni, mluvime o komplexni funkci.

Definice 2.1:

Algebraicka definice polynomu

V algebfe budeme vySetfovat funkce, jejichZ funkéni obor je néjakd algebraicka
mnoZzina: okruh, obor integrity, téleso. Funk¢ni hodnoty budou prvky téhoz oboru, na
némzZ jsou funkce definovédny, budou to tedy opét prvky okruhu, oboru integrity nebo

télesa.Vezmeme-li si za obor funkce naptiklad okruh zbytkovych tfid mod m, nebude



funkénim oborem mnoZina ¢isel a funkéni hodnoty nebudou rovnéz Cisla, nybrz prvky

z tohoto okruhu.

Definice 2.2:

R je okruh, x je symbol. UvaZzujeme mnozinu R [x] vSech vyrazu ve tvaru

f(x)zzn:aixi ,a;€R
i=0

Dva vyrazy Za,.x" , Zb jx‘i pokldddme za stejné, jestlize po vynechdni nulovych
i=0 j=0

¢lent obdrZime identické vyrazy.
Definice 2.3:
fx) :Zaixi ,a, #0. Pak fekneme, Ze £(x) je stupné n, piSeme st f(x)=n.

i=0

Nulovému polynomu neddvame zadny stupen.

2.1 Kofeny polynomu a jejich hledani:

2.1.1: Bezoutova véta

Definice 2.4:
Prvek a € R se nazyva kotfen polynomu f{x).

fix)e R[x], jestlize fix) =O0.

Véta 2.1: Bezoutova véta
fix) € T[x], T je t&leso, st fix) > 0.Prvek a € T je kofenem f(x) < (x - a )/ f(x).
Véta 2.2:

Necht’ f{x) je polynomem stupné n (st = n) nad télesem T. Pak f(x) ma v T nejvyse n

kofenu.



PRIKIAD 1:

Uzitim Bezoutovy véty ovéite, zda jsou &isla 2,-1 kofeny polynomu  f(x)=x* —3x—2

nad R.

RESENI:

Zjistime, zda @=2,—1 je kofenem polynomu podle Bezoutovy véty

a=2

(x3—3x—2)+(x—2):x2+2x+1

- (x3 —2x* )
2x* —3x
—(2x* —4x)
x—=2
—(x-2)
0
a=-1

= 2,-1 jsou kofeny polynomu x’—3x—2, protoZe v obou piipadech jsou zbytky po

déleni nulové.

PRIKLAD 2:
Uzitim Bezoutovy véty ovéite, zda jsou cisla 3,-1 kofeny polynomu

f(x)=x*=10x° +36x> —=54x+27 nad R.



RESENI:
Zjistime, zda ¢=3,—1 je kofenem polynomu podle Bezoutovy véty

a=3

(x* —10x% +36x —54x+27 )+ (x=3)=x> = 7x> +15x—9
—(x4 —3x3)
—7x* +36x°
— (72 +212?)
15x* —54x
- (15x2 —45x)
—9x+27
- (—9x+ 27)
0

(x* —10x +36x> =54x+27)= (x+1)=x" —11x> +47x—101
—(x*+x?)
—11x* +36x°
— (11 —110?)
47x* —54x
—(47x* +47x)
~101x+27
—(-101x-101)
128

= 3 je kofenem polynomu x* —10x’ +36x> —54x+27 , protoze zbytek po déleni je 0.

= -1 neni kofenem polynomu x*—10x> +36x> —54x+27 , protoZe zbytek po dé&leni

neni 0.
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CVICENI:

1. UZitim Bezoutovy véty ovéite, zda jsou &isla -2,1 kofeny polynomu
f(x)=x*-3x+2 nad R.

[ ano]

2. Zjistéte zda je &islo 7 kofenem polynomu f (x)=2x" —17x* +23x° —18x* +29x—7

nad R.
[ ano ]
3. Zjistéte uzitim Bezoutovy véty zda je &fslo -2 kofenem polynomu
fx)=x>—x*=13x* +13x* +36x+36 nad R.
[ ne ]

4. Ukaite, e polynom f(x)=12x" +26x* +6x> +5x* —4 je délitelny polynomem
g(x)= x+2.

[ ano ]

S. Uzitim Bezoutovy véty ukaZte, Ze Cisla @, =5, ¢, =(—3) jsou kofeny polynomu
fx)=x*—2x* —13x* —4x-30.

[ ano ]
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2.1.2: Derivace polynomu

PRIKLAD Z PRAXE:

Snazime-li se dostat proti proudu feky z bodu A do bodu B, musime plavat dostate¢né
rychle, aby nds nestrhdaval proud, ale ne piiliS rychle, abychom se brzo nevycerpali. Je
vhodné znat optimdlni rychlost, kterd umoZni se dostat do cile s vynaloZenim miniméaln{

energie.

= Uvazujeme rybu, kterd plave proti proudu v fece.Rychlosti jsou méfeny vzhledem
k brehu.

= Ryba popluje takovou rychlosti, aby vydala co nejmén¢ energie.

= Energie vydand za Casovou jednotku na plavdni je dmérnd vyrazu (x+v)3 - tieti
mocnina relativni rychlosti ryby vzhledem k vod¢.

= Vhodnou volbou jednotek dosdhneme toho, ze v=1.

= Energie vynaloZend za ¢asovou jednotku na plavani je imémd vyrazu (x+ 1)3.

= Ryba popluje celkem [( vzdalenost k uplavéani)/ ( rychlost)] ¢asovych jednotek a
doba plavéni je tedy nepiimo imérna rychlosti vzhledem k biehu x.

(x+ 1)3

X

=> Energie k pfepluti z bodu A do B md byt minimélni: = minimum

’

((x+1)3j 3-(x+1) x—(x+11 (x+1)-(2x-1)

2 2

X X X

. . I . .
= Derivace je nulova pro ng, tj. ryba plave vzhledem k biehu polovi¢ni rychlosti,

nez jakou proudi voda. Z povahy ulohy je ziejmé, Ze se jednd o minimum.
Stacionarni bod -1 nemad v této uloze prakticky vyznam.

(viz (1))
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Definice 2.5:

T je téleso, f(x)=> ax'eT[x]. Polynom f1(x)=> (ixa,)x™" se nazgvd derivace
i=0 i=1

polynomu f(x).

Kofen « se nazyvd alespoi k-ndsobnym kofenem polynomu f(x) jestlize

(x—a)" 1 f(x).

Véta 2.3:

T je t&leso. Pak pro kazdé dva polynomy f(x),g(x)e T [x] plati :

’

(F (e gx)) = (x)+8()
(£(x) g(x)) =f(x) g(x)+ £ (x) ()

Véta 2.4:
flx)e T[x],aeT je kofen. Pak a je vicendsobnym kofenem polynomu f(x)< a je

kofenem f’(x).

Véta 2.5:
T je t&leso, f(x)e T[x], st f(x)=n, necht’ f(x) ma v T n kofend (v&etné nasobnosti ).

Pak f(x) md alespoii jeden dvojnasobny koten < D(f(x), £'(x))#1.

Véta 2.6:
keN,T je t&leso. Je-li @ €T pravé k- nasobnym kofenem f(x)e T[x] = je pravé

(k—1)-ndsobnym kotenem f'(x).

PRIKLAD 1:
Uréete hodnotu polynomu f(x)=2x" —=3x*+x+3nad R a jeho derivace v bodé 7 = -2.
RESENI:

Dosazenim bodu t = -2 do polynomu vypocteme jeho hodnotu
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Zderivujeme polynom f(x)

f/(x)=10x* —6x+1

Déle dosadime bod t = -2 a vypoc¢teme hodnotu prvni derivace
f(=2)=10-(=2)' -6-(-2)+1
f(=2)=173

Véta2.7:

T je téleso, aeT, neZ.

Celistvym nasobkem nXxa prvku a rozumime :

n>0 a+a+a..+a ,kdyascitime n-krat .

n=0 0

n<0 a—a—a..—a =(—a)+(=a)+..+(-a) , kdy (- a) s¢itime n-krat.

- pokud je T =R, pak nxa je klasické ndsobeni

PRIKLAD 2:

Uréete prvnif a druhou derivaci polynomu f(x)=2x +4x* +2x° +x+2 nad Z,.

RESENI:

Z,={0,1,2,3,4}

Vytvoiime si Cayleyho tabulku pro s¢itani:
+10]1]2]3]4
0/0/1]2|3]|4
1[1[2[3]4]0
212[3/4(0]1
313[14/0]1]2
414]0]1]2]3
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Fx)=2x" +4x* +2x> + x+2
F(x)=5x2)x* +(4x4)x> +(3x2)x* +1
Podle Cayleyho tabulky vypocitame:
=(5%2) =2+2+2+2+2=4+4+2=3+2=0

= (4x4)=4+4+4+4=3+3=1
=(Bx2)=2+2+2=4+2=1

Tedy f'(x)=x"+x*+1

Nyni spoc¢itame druhou derivaci, kdy opét pouzZijeme Cayleyho tabulku pro s¢itini:

F7(x)=0Bx1)x* +(2x1)x
=0Bx1)=1+1+1=2+1=3
=>02x)=1+1=2

Tedy f”(x)=3x>+2x
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CVICENI:

1. Ur&ete hodnoty f(x), f’(x) polynomu

a) f(x)=x"—4x>+6x>—8x+10 nad R v bodé ¢ = 2.

ol

b) f(x) = x°* —4x* +6x* —8x+10 nad R v bod& r = 3

{f(3):175,}

£'(3)=325
¢) f(x)=x*-3ix’—4x>+5ix—1 nad Cvbodé r=1+2i

{f(l+2i)= (—12)—21',}

£/ (1+2i)=(-16)+8i

d) F(x)=(1+i)x* —4x> +(3-i)x* —2xnad C v bodg t=1—i
f(1=i)=0,
f-i)=2

2. Urcete prvni derivaci polynomu f(x)=x*+2x* —3x> —4x+1 nad Z;.

[4)c3 +x° —x—4J
3. Urcéete prvni a druhou derivaci polynomu f(x)=2x" —x* +4x* =2x> +2x—1 nad Z,.

f(x)=4x +2x> —x—4,
f(x)=2x> +4x-1

16



2.1.3: Hornerovo schéma

Hornerovo schéma je metoda jak snadno spoéitat hodnotu polynomu f (x)e T[x], a jeho

derivaci v bod¢ a e T[x].

Definice 2.6:

Necht' f(x Zax g(x be tedy:

i=0

Zn:aixi :(x—a')nz_l“bixi +fla) =
= pary
- nz_ib[x”l —anz_lbixi + fla)=
pry pry
= b, " +sz~1 asz —ab, + fla)=
b, 4S5 b =S o —aby + fle) =
= p=

n—1
=b, x" + z (bi—l —ab, )xl +f(a')_abo
i1

n n—1
Tedy » ax =b,_x"+> (b —ab, '+ f(a)-ab
i=1

i=0

Porovnanim koeficienttu dostavame

a,=b,, = b, =a,

a,=b,,—-ab,, = b, ,=a,,+ob,,
= :

a, =b, —ab, b, =a, +ab,

ay :f(a')_abo - f(a):ao+abo

To znamend, Ze koeficienty polynomu g¢(x) miZeme rekurentnd vyjadfit pomoci
koeficientil polynomu f(x). Postup zapisujeme do tabulky.
a a a

n n—1

ob

a,, - a4 a

ab,_, ... ab, ob,

n—1
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—

n-1 bn—2 bn—3 e bO f(a

Cely postup lze opakovat pro polynom ¢(x) atd.

Tedy dostdvame:

Definice 2.6:

n

Pod Taylorovym rozvojem polynomu f(x)=a,x" +a, ,x" "' +..+a,x+a,,a, #0
v bodé¢ & budeme rozumét polynom

b (x—a) +b, (x—a) ™ +..4+b,(x—a) +b,(x—a)+b,

Véta 2.8:

Pro koeficienty b,.b,.b,,....b,_,,b, polynomu, ktery je Taylorovym rozvojem

polynomu f(x) podle Definice 2.7 plati:

bO :f(a)’
bl =f’(0!),
_fa)
o
_ )
O (n—1) "~
p =" @)
n!
PRIKLAD 1:

Urdete vztah mezi polynomem f(y) &tvrtého stupng, substituci y = x+ ¢ a piislu§nymi

derivacemi a Hornerovym schématem.
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RESENI:
Pii zjistovani vztahu mezi polynomem f(x)=a,x* +a.x’ +a,x* +a,x+0 a jeho

derivacemi pouZzijeme Hornerova schématu.

c a a, a, a, a,

cb, cb, ch, cb,

¢ b, b, b, b, f(c)
cd, cd, cd,

9 d, d, d, f(o)

c ce,  ce,

po 1
c e e, f(c)- 5!

Cc8y

V4 1
|
8o f7(c) 3

I

w l
[ () 4!

Dokazeme, ze vyrazy vypoctené na konci kazdého faddku pouzitim algoritmu Hornerova
schématu maji ptimy vztah k derivacim ptivodniho polynomu v daném c¢isle c. Ovéiime
to tak, Ze postupné vyjadiime vSechna Cisla b,,d,,e;, g, pomoci plivodnich koeficientli g, .
Dostaneme tedy timto zpisobem nasledujici vztahy.

b, =a,

b,=a,+cb,=a,; +ca,

b, =a, +cb, =a, +ca, +c’a, (1)

b, =a, +cb, = a, +ca, +c’a, +c’a,

f(e)=a, +cb, =a, +ca, +c’a, +c’a, +c'a,

Vs M2

Zcela analogicky vyjadiime i dal$i fadky Hornerova schématu pomoci koeficientu a; .
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d,=b,=a,
d,=b,+cd, =a,+ca, +ca, =a,+2caq,

_ 2 2 2 2
dy=b+cd, =a,+ca,+c"a,+ca,+ca,+ca,=a,+2ca, +3cqa,

f'=b,+cd,=..=a, +2ca, +3c’a, +4c’a, (2)
e,=d,=b,=aq,

e,=d, +ce =..=a;+3ca,

f2(|C) =d, +ce,=...=a, +3ca, +6c’a, 3)
g =6¢=..=aq,

A 3('c) =e,+cg,=a,+4ca, “4)

v
c
A 4'( ) _ 8y =¢6..=4a, (5)

Z ptedchazejicich zdpist jiZ miZzeme velice snadno vypocitat pfislusné derivace, jestlize
tyto vyrazy znasobime piislusnymi faktoridly.

Vyraz (1) je dany polynom f(x)v ¢isle c.

Vyraz (2) je f'(c), protoZe znasobenim 1! nedojde k Zadné zméné.

Z (3) vypliva: f”(c) =2a, + 6ca, +12ca,

Z (4) vypliva: f”(c) =6a, +24ca,

Z (5) vypliva: " (c)=24a,

(viz [3] )

PRIKLAD 2:
Pomoci Hornerova schématu vyd&lte polynom f(x)=x*—2x° +4x* —6x—80

polynomem (x+3) nad R.
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RESENI:
Uréime bod & = (—3) a vytvoiime tabulku, kam do prvniho fadku sepiSeme koeficienty

polynomu f(x).

a=(-3) 1 2 4 -6 -80
-3 15 -57 189
1 -5 19 -63 109= f(-3)

Hodnota polynomu v bodé & = (—3) je 109.
Caste¢ny podil ¢(x)=x*—5x>+19x—63 a zbytek r = f(=3) =109.

Miizeme tedy pst f(x)=(x+3)- (x* =5x> +19x—63)+109 .

PRIKLAD 3:
Pomoci Hornerova schématu uréete hodnotu polynomu f(x)=2x" +3x* +4x? +2x+1

nad Z, probod o =2.

RESENI:
PrisluSné operace provadime na mnoZziné Z; ={0,1, 2,3, 4}— mnoZina zbytkovych tiid

mod 5 nad Z.

Vytvoiime tabulku:

oa=2 2 0 3 4 2 1

4 3 2 2 3
2 4 1 1 4 4=1(2)

Hodnota polynomu je v bodé¢ ax=2 je 4.
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PRIKLAD 4:

Zjistéte, zda bod a=3 je kofenem polynomu f(x)=2x"+3x> +4x>+2x+1 nad Z,.

RESENI:
MnoZina zbytkovych tiid je Z; ={0,1, 2,3, 4}.

Pouzijeme Hornerovo schéma

Bod a =3 je kofenem polynomu f(x), protoZe zbytek r= f(x)=0.

PRIKLAD 5:
Pomoci Hornerova schématu uréete hodnotu polynomu f(x)=x*—3ix* —4x? +5ix—1

pro bod a¢=1+2i nad C.

RESENI:
Vytvoiime tabulku pro bod a¢=1+2i:

a=1+2i 1 -3i -4 Si -1

1+2i 340  3-i -11-2i
1 1-i  -1+i -3+4i —12-2i=f(1+2i)

Hodnota polynomu v bodé a=1+2i je (—12—2i)
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PRIKLAD 6:
Zjistéte , zda @=-5 je kofenem polynomu f(x)=x>+7x*+4x> +8x> +155x—175 .

Pokud je kofenem, urcete jeho ndsobnost.

RESENI:

Pouzijeme Hornerovo schéma a vytvoifime tabulku pro bod a¢=-5:

- do tabulky sepiSeme koeficienty polynomu

o=-5 1 7 4 8 155 -175

-5 -10 30 -190 175

1 2 -6 38 -35 0=7(-53)
-5 15 -45 35

1 -3 9 -7 0=7"(-5)
-5 40  -245

1 8 49 252

Z Hornerova schématu vidime, Zze bod a=—35 je dvojndsobnym kofenem polynomu

Flx)=x"+7x* +4x° +8x* +155x—175.

Tento polynom miZeme napsat ve tvaru (x+5)’ -(x3 —8x% +49x— 252).

PRIKLAD 7:

Pomoci Hornerova schématu rozhodnéte, zda @ =-3 je kofenem polynomu

fx)=x +13x* +58x% +90x> —27x—135 .Pokud ano, tak uréete jeho ndsobnost.

RESENI:

Vytvoiime tabulku pro & =-3:

23



a=-3 1 13 58 90 -27 -135

3 30 -84 -18 135

1 10 28 6 -45 0=7(-3)
-3 21 21 45

1 7 7 -15 0=, (17 3)

-3 -12 15

1 4 -5 0= (=3)
2!
-3 -3
1 1 3= (=3)
3|

f7(=3)
3!

fx)=x"+13x* +58x +90x> —27x—135

= —8 uZ nespliuje podminku = a =-3 je trojndsobnym kofenem polynomu

Tento polynom napiSeme ve tvaru f (x)= (x+3)3 -(x2 +x— 8).

PRIKLAD 8:
V polynomu f(x)=x>—5x>+3x+b urdete b tak, aby polynom f(x) mé&l dvojnasobny

kofen a urcete zbyvajici kofeny polynomu.

RESENI:
Podle Véty 2.4 plati , pokud md polynom dvojndsobny kofen, potom plati f’(x)=0.

Polynom f(x)=x>-5x*+3x+b derivujeme:

f/(x)=3x*-10x+3
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Uzitim Hornerova schématu zjistime koteny polynomu f’(x)=3x* —10x+3

Kofen a¢=3 spliiuje podminku.

Nyni vypoCitime b = pouzijeme Hornerovo schéma pro polynom

flx)=x*=5x>+3x+b.

a=3 1 -5 3 b
3 -6 -9
1 2 3 b-9=0= bh=9
3 3
1 1 0=7"(3)

f)=(x-3)"-(x+1)

Polynom f(x)=x*—-5x>+3x+b md a=3 dvojnasobny koten pro bod b = 9. Dalsi

jednoduchy koten polynomu je ¢=—1.

PRIKLAD 9:

Uréete Taylortv rozvoj polynomu f(x)=x*-2x*+3x—1 v bods a=2.
RESENI:

Sestrojime Hornerovo schéma pro tento polynom a dany bod.

a=2 1 0 -2 3 -1
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1 2 2 7 13=£(2)
2 8 20
1 4 10 27=f/(2)
1!
2 12
1 6 22:f”(2)
2!
2
P )
3!
)

Z Hornerova schématu jsme ziskaly koeficienty Taylorova polynomu podle Véty 2.8.

Taylorav rozvoj polynomu f(x) ma tvar:

g(x)=(x-2)"+8-(x-2)’ +22-(x-2)* +27-(x—2)+13

PRIKLAD 10:
Zjistéte zda polynom f(x)=x°—6x* —4x> +9x* +12x+4 spliiuje podminky pro to ,

aby m¢l ¢tyfndsobny koten.UrCete pak zbyvajici kofeny polynomu.
RESENI:
Uréime (n—1) derivaci polynomu f (x)=x° —6x* —4x° +9x> +12x+4, kde n = 4.

f(x)=6x—24x* —12x* +18x+12

f7(x)=30x" —72x* —24x+18

f”(x)=120x" —144x—24 = dale upravime f”(x)=5x>-6x-1=0
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& kotfenem polynomu je a=—1

Déle pouzijeme Hornerovo schéma pro a¢=—1:

a=-1 1 0 -6 4 9 12 4
-1 1 5 -1 -8 4
1 -1 -5 1 8 4 0=r(-1)
-1 2 3 -4 4
1 2 3 4 4 ozf(p_l)
-1 3 0 4
1 3 0 4 0=_ )
2!
-1 4 4
1 4 4 0=_ &)
3|

Kofen a¢=—1 je Ctyfndsobnym kofenem polynomu

fx)=x®—6x* —4x® +9x% +12x+4.

Zbyvajici kofen vypocitime z polynomu (x2 —4x+4) = (x—2)2 = a=2je

dvojndsobnym kotenem polynomu f(x)=x®—6x* —4x* +9x> +12x+4.

F(x)=x—6x* —4x* +9x% +12x+4 = (x+1)" - (x-2)
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PRIKLAD 11:

Pomoci Hornerova schématu vyjadrete polynom

Fx)=2-(x+2) =20-(x+2)* +77-(x+2)’ =141-(x+2)* +116- (x +2)-20
v mocniniach x.

RESENI:

Vypocitame piislusné derivace v bodé¢ a=—2.

f(=2)=-20
f(=2)=10-(x+2)* =80-(x+2)’ +231-(x+2)* —282-(x+2)+116
£7(=2)=40-(x+2) —=240- (x+2)’ +462-(x+2)-282
£7(=2)=120-(x+2)" —480- (x+2)+462

" (~2)=240-(x+2)-480
Y (=2)=240

f'(@)

n!

Po dosazeni do vztahu dostdvame hodnoty:

=116

f=2)
1!

f(=2)
2!

f7(=2)
3!

fM=2)_
41

=2,
5!

=141

=71

-20

Vypocitame obracené Hornerovo schéma:

f'(=2)
5!

o=- 2=
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2 —20=
4!
-4
2 -16 7721 (=2)
31
—4 32
2 -12 45 —141:f(_2)
2!
—4 24 —90
2 -8 21 -51 116=f(_2)
-4 16 —42 102
2 —4 5 -9 14 -20=f(-2)
-4 8 ~10 18 -28
2 0 -3 1 -4 8

= z posledniho fddku Hornerova schéma dostaneme hledany polynom:

f(x)=2x5 —3x7 +x° —4x+8
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CVICENI:

1. Pomoci Hornerova schématu uréete ¢dsteény podil a zbytek pii déleni polynomu
flx) a glx), je-li:
a) f(x)=x"—x*-13x +13x? +36x-36, g(x)=x—2 nad R

g(x)=x*+x> —11x* —=9x+18,
r(x)=0

b) f(x)=4x’+x*,g(x)=x+1+i nad C

[q(x)=4x2 —(3+4i)x+(- 1+7i),}

r(x)=8—-6i

2. Uréete hodnotu polynomu f(x)=2x°+ 2x* +2x* + x> +x+1 vbodé a=3 nad Z,

aniZ provedete dosazeni.

3. Urete, e polynom f(x)=3x"—16x*+25x* —6x> —4x—8 je délitelny polynomem
g(x)=x-2, aniZ provedete d&len.

[ je délitelny |

4. Uréete hodnotu polynomu v bodé & , aniZ provedete dosazent, je-li:

a) f(x)=2x"-17x* +23x* —18x* +29x—7,¢=2 nad R

[£(2)=—45]
b) f(x)=x"+(1+2i)x* =(1+3i)x* +7,&=—2—i nad C

[f(-2-i)=-1-44i]

¢) f(x)=3x°+7x" —4x® +4x* +6x+1,0=—2 nad R
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5. Uréete ndsobnost kotene @ polynomu f(x):
a) f(x)=x’-5x>+3x+9,a=3 nad R
[ dvojndsobny |
b) f(x)=x*+5x"+6x*—4x—-8,@=—2 nadR
[trojndsobny |

¢) f(x)=0+i)x* —4x®> +(3=i)x* —=2x,=1—i nad C

[ jednoduchy |
6. Urcete absolutni ¢len a tak, aby polynom mél vicendsobny koien.
a) f(x)=x*-10x>+36x> —54x+a
l[a=27]
b) f(x)=x’-12x+a
[a=16]

7. Zjistéte zda polynom f(x)=x*—5x>+ 6x> +4x—8 splituje podminky pro to , aby
m¢l trojndsobny koten.Urcete pak zbyvajici kofeny polynomu.

[F()=(x=2)" (1)

8. Naleznéte Taylortv rozvoj polynomu f(x)=x +2x* +5x* =3x> = 2x+7, =1

|8 (x)=(x—1)° +7(x—1)* +23(x=1) +34(x~1)* +20(x—1)+10]

9. Pomoci Hornerova schématu vyjadfete polynom v mocninédch x :
Fx)=(x=2)" +4(x—2) +6(x—2)* +10(x~2)+20

[f(x)=x4 —4x> +6x° +2x+8]
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2.1.4: Nalezeni racionélnich kofenii polynomu

Véta 2.9:

Necht f (x)zZaixi je polynom s celociselnymi koeficienty. Je- li raciondlni ¢islo
i=0

g (D(p,q)=1) kotenem polynomu f(x), pak pla,,qla,.

Véta 2.10:

Necht' f (x)=2aixi , a,#0,n=1 je polynom s celo¢iselnymi koeficienty a pro prvek
i=0

ceZ necht f(c)#0 . Pak je-li raciondlni &islo P (D(p,q)=1) kofenem polynomu
q

f(x).plati (p—cq)/ flc).
Specidlng (p—q)/ f(1), jestlize f(1)20a (p+q)/ f(=1), jestlize f(—1)=0.

Véta 2.11: ( Zékladni véta algebry )
Kazdy nenulovy polynom f(x) stupné n ma v C pravé n kofentl. ( poéitano i s jejich

nasobnosti )

Véta 2.12:

Necht’ ¢islo a=a+bi,b#0 je nulovym bodem polynomu
f(x)=a,x"+a, x""'+..+a,x+a, sredlnymi koeficienty. Pak komplexn& sdruZené

&islo @ =a—bi je rovnéz nulovym bodem polynomu f(x).

Véta 2.13:
Jestlize &islo a@=a+bi,b#0 je k-nasobny nulovy bod polynomu f(x) sredlnymi

koeficienty, je & =a—bi téZ k-ndsobnym nulovym bodem polynomu f(x).
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PRIKLAD 1:
Zjistéte, zda polynom f(x)=12x> +11x> —7x—6 ma racionalni kofeny.

RESENI:

P je kofenem polynomu f(x) = p/6,q/12

q

VypiSeme vSechny délitele ¢isla 6 : £1,£2,£3,+6 (=p)

Vypiseme vSechny délitele Cisla 12: +1,£2,£3,£4,£6,+12(=q)

MozZné raciondlni kofeny jsou P :+1,£2,£3,£6 ,il,ig,il,ig,il,ii,il,ii
2 2 3 3 4 4 6 12
= celkem mame 24 raciondlnich kotfenti
Pomoci Hornerova schématu uréime £ (1), f(~1)
a=1 12 11 -7 -6
12 23 16
12 23 16 10=£(1) = hodnota polynomu v bodé¢ a=1 neni

rovna 0 = a=1 neni kofenem polynomu f(x)

a=-1 12 11 -7 -6
-12 1 6
12 -1 -6 0=r"(-1)

= a=-1 je kotenem polynomu f(x)

Nyni m@Zeme vyskrtnout dva koteny, kdy 1 neni kofenem a (-1) je kofenem polynomu

a zbyva jich 26.



p—q/10,p+¢q/0 = zaneme vySkrtavat

- napf-.: —i nemiiZe byt kofenem , nebot’ 1 - 4 =(-3) X 10=£(1)

—% je kofenem , nebot’ 2 -3 = (- 1) /10=£(1)

Opét pouzijeme Hornerovo schéma pro polynom g(x)=12x> —x—6

a:—g 12 ‘1 ‘6
3

-8 6

12 9 0

Polynom f(x)=12x*+11x*> —7x—6 napiSeme ve tvaru f(x):(x+1).(x+§j.(12x+9)

a ddle je$té upravime f(x)=3- (x+1)-(x+§j-(4x+3).

PRIKLAD 2:

Uréete viechny kofeny polynomu f (x)=6x" +29x* +31x* —=32x? —102x—72, jestlize je
znamo, Ze nékteré z jeho kotfent jsou celociselné, resp. raciondlni ( a necelociselné).
RESENI:

P je kofenem polynomu f(x)= p/72,q4/6

q

Uréime p=*+1,£2,£3,+4,£6,£8,+9,+12,+18,£24,+36,£72

Ur¢ime g=%1,+2,£3,%+6
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MoZné raciondlni kofeny jsou E, ale pocet prvku je piili§ velky, proto uZijeme
q

disledku Veéty 2.10.

Mime f(=1)=—10 aje-li pe C kofenem polynomu f(x), plati (p+1)/ f(=1)=-10.

Tuto podminku spliuji prvky: 1,—2,-3,4,-6,9.

Pfi postupném proveéfovani zjistime, ze cCisla 1,—2 nejsou celoCiselnymi koieny

polynomu f (x) .

Dostavame Hornerovo schéma:

a=-3 6 29 31 32 -102 72
-18 33 6 78 72
6 11 2 -26 24 0=7(-3)

Nalezli jsme celoéiselny koten ar=—3= f(x)=(x+3) (6x* +11x° —2x> —26x—24)

Oznatime g(x)=6x*+11x>—2x*—26x-24 = &isla 9, 4, -6 nejsou celo&iselnymi

kofeny polynomu g(x) = polynom f(x) md tedy jediny celo&iselny kofen a=—3.

Ptfi hleddni raciondlnich necelociselnych kotfeni a:£, peZ,qeN,D(p,q)=1
q

polynomu g(x) vyuZijeme, 7e p/—24,q/6 = p=+1,£2,£3,+4,+6,+8,+12,+24
g=1,2,3,6

I+

W | =
I+
W |

I+

I+
N | w
|~

I+
W | N
I+
W | 00

<
N |~

W

UZijeme opét Véty 2.9: g(—1)=—35 a budeme testovat jen ta racionalni &isla 4 , pro néz

(p+q) g(=1)==5.4. £= -
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Nalezli jsme racionélni koten, ale i rozklad polynomu:

g(x)z(x—%j~(6x3 +20x% +28x+16)=(2x-3)- (3x° +10x> +14x+8)
Ozna¢ime h(x)= 3x* +10x* +14x+8 a nyni hleddme kofeny tohoto polynomu.

Opét pouZijeme Vétu 2.10: h(—1)=1 a budeme testovat jen ta raciondlni &isla =, pro

n&z (p+q)lg(=1)=1, 4. L= 2 48

Tudi? h(x):(x+%j-(3x2 +6x+6)=0Bx+4) (x? +2x+2).

Celkem tedy f(x)=(x+3) (2x=3)-(3x+4) (x* +2x+2).

Polynom k(x)=x?+2x+2 ma koteny (—1%i) jsme hotovi.
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Zjistili jsme, Ze polynom f(x) ma celo&iselny koten (—3), dva raciondlni kofeny

%,—g a dva komplexng sdruZené koteny (—1zi).
PRIKLAD 4:

UrCete normovany polynom ctvrtého stupné sredlnymi koeficienty, ktery ma

dvojndsobny kofen a=2+i.

RESENI:

Dle véty 2.12 je kofenem polynomu ¢islo & =2—i a je také dvojndsobny.

Potom plati:

( (2"‘1)) : ( 2+l x+(2+l) )(x2—2(2—i)x+(2—i)2):

= (x> —4x- 2x1+3+4z)( 2 _4x+2xi+3—4i)=x" —8x* +26x> —40x+25
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CVICENI:

1. Urgete racionalni kofeny polynomu f(x)=4x® —4x* —11x+6 nad R.

2. Urgete polynom  &tvrtého  stupné,  jsou-li  déany  jeho  kofeny
o =5a=—4,a,=2,0,=-3.

lf(x)=x* —27x> —14x+120]

3. Urcete polynom g(x), ktery ma tytéZ kofeny jako polynom f(x) nad R, ale viechny
jednoduché.
a) f(x)=x®—15x* +8x> +51x* = 72x+27

[g(x)=x3 —x’ —2x+9]
b) f(x)=x*+2x*-2x>—6x+5

[g(x)z x +3x7 +x—5]
¢) f(x)=x>-8x>+20x-16

[g(x)=x2 + 2x—8]

4. Urgete viechny kofeny polynomu f(x)=x*—4x*+8x—4 nad C, vime-li, Ze jednim

a,,=1%i,
a,,=—1%/3

z kofenil polynomu je a=1+i .
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5. Urcete vSechny kofeny polynomu
fx)=x® —12x° +63x* —=168x> +231x* —156x+169 , jestliZe vite, Ze m4 vicendsobny
kofen a¢=3-2i.

o, ,=3-2i,
o, =3+2i,

o5 =%i
6. Urcete normovany polynom &tvrtého stupné sredlnymi koeficienty, ktery m4

dvojndsobny kofen ar=1-i J3.

[x* —4x> +12x> —16x+16]
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2.1.5: Délitelnost polynomt jedné neurcité

Definice 2.7:

Jsou-li f(x),g(x) dva polynomy z T[x], pak fikdme, Ze f(x) dé&li g(x), g(x) je
nasobek f(x).Potom existuje polynom A(x)e T[x] tak, e plati g(x)=f(x)-h(x).

Stupei  polynomu  f(x) je mensi ne’ stupeii polynomu  g(x)

(st f(x)<st g (x))

Definice 2.8: Nejvétsi spoleény délitel polynomu
a) Jsou-li f,(x), f,(x)..... £, (x)e T[x], pak polynom D(x)eT[x] se nazyvd nejvetsi
spole¢ny délitel polynom1 f, (x),i=1,2,...,n pravé kdyz plati:
D(x)/ f,(x)AD(x)! f, A...AD(x)/ f,(x)
b) Polynomy fl(x), /s (x)...., !, (x)e T[x] jsou soud¢€lné, kdyZ jejich nejvétsi spolecny

délitel D(x) je stupné alespoii prvniho. V opa¢ném piipadé ¥kdme, Ze jsou nesoudéIné.

Véta 2.14:
flx)e T[x], charT=0,st f(x)=n>1. Pak polynom g(x)e T[x] takovy, Ze
g(x):D(f(x), f'(x))= f(x) ma tytéz kofeny, ale viechny jednoduché.

Véta 2.15: Odstranéni vicenasobnych koienti:
Necht f(x) a g(x)#0 jsou dva polynomy z T[x]. Pak existuji v T[x] pravé dva
polynomy q(x),r(x) s vlastnosti:

f(x)zg(x)-q(x)+ r(x), pricemz r(x)=0 Vv st r(x) < st g(x)

-V T[x] existuje pravé jeden (ve smyslu délitelnosti) nejvétsi spolecny délitel D(x)

polynomti f(x) a g(x) . D(x) Ize uréit Euklidovym algoritmem.

- odstranit vicendsobné kofeny miiZeme také pomoci derivace polynomu, které jsme se

vénovali v kapitole 2.1.2: Derivace polynomu
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Obecné schéma Euklidova algoritmu:

Fx)=g(x)-q(x)+7(x). 1 (x)#0 A st g (x)>s1 7, (x),
8x)=r(x)-q, (x)+ 1, (x)r, (x) 20 A 51 1 (x)> s (x)

rn—s(x):rn—z(x)'qn—z(x)+rn—1(x)’rn—1(x)¢0/\5t rn—z(x)>3t rn—l('x)
rn—z(x):rn—l(x)'qn—1(x)+rn (x)””n (x):()-

Potom plati D[f(x), g(x)]: r,_, (x)

PRIKIAD Z PRAXE:

Euklidiv algoritmus pouZijeme také k odstranéni vicendsobnych kotent. Kdy na

Vv

jednodussi funkci jsme jej pouzili.

Dostanou-li se Zemé, Mé&sic a Slunce do jedné ptimky, nastdva zatméni Slunce nebo

zatméni M¢ésice. Aby nastalo zatméni, musi nastat souc¢asné tyto dvé podminky:

1. Mésic musi byt v novu (zatméni Slunce) nebo v upliku(zatméni Mésice). Dobé mezi

dvéma stejnymi fazemi Mésice se fikd synodicky mésic a trvd s =29,53058818 dne.

2. Mésic musi byt v uzlu své drahy(tj.v priseciku své drahy s rovinou ekliptiky). Dobé

ob¢hu od uzlu k témuz uzlu se fikd drakonicky mésic a trvd d = 27,21221997 dne.

RESENI:

Spocitdme nyni periodi¢nost obou dé&ji, tj. hleddme pfirozena ¢isla a, b tak, aby platilo

s 29,53058818 . a

d 2721221997 b
Samoziejmé, je snadné najit ¢isla a, b tak, aby posledni rovnost platila presné — staci

VVVVVV

K
zlomekg roz3ifit ¢islem 10° :

41



s _ 2953058818
d 2721221997

neboli
2721221997 - s = 2953058818 - d

To znamenad, Ze po 80359286140 dnech, tj. po 22 001 173 letech a 175 dnech se

ey ". s .
zatméni jist¢ budou opakovat. My se budeme snaZzit zlomek 7 aproximovat zlomkem

a y.. x4 o .
tvaru 3 a vyuzijeme k tomu fetézové zlomky a Euklidiv algoritmus:

2953058818=1-2721221997 +231836 821
2721221997=11-231836821+171016966
231836821=1-171016966 + 60819 855
171016966 =2-60819855+49 377 256
60819855=1-49377 256 +11442599
49377256 =4-11442599 + 3 606 860
11442599 =3-3606860+ 622019
3606860=5-622019 +496 765
622019=1-496 765 +125 254

496 765=3-125254+121003
125254=1-121003 +4 251
121003=28-4251+1975
4251=2-1975+301
1975=6-301+169

301=1-169+132

169=1-132+37

132=3-37+21

37=1-21+16

21=1-16+5

16=3-5+1

5=5-1+0
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, a4 S . . ‘4 Yo x .
Budeme nyni podllg aproximovat zlomky, které dostdvame z fetézového zlomku.

Napiiklad s pouZitim prvnich dvou ¢lent plati pfiblizna rovnost:

s 1 12
_:1+_:_
d 11 11

s chybou 1,7102 dne.

To znamend, Ze zhruba po 11 synodickych mésicich, tj. po cca 324,8 dnech bude Mésic
opét v uzlu a v novu nebo dpliku (s pomérné velikou chybou).Chceme-li chybu zmensSit,
musime k aproximaci pouZit delsi fetézovy zlomek. Nahradime-li fetézovym zlomkem

o Sesti ¢lenech, dostaneme z Euklidova algoritmu:

242=1-233+19
223=11-19+14

19=1-14+5
14=2-5+4
5=1-4+1
4=4.1+0
s 242
aproximaclt — =-——
d 233

s chybou 0,0361 dne, tj. po 18 letech a 10 %dnech se zatméni opakuji (tfetina dne

posune zatméni o 120 stupiiii zemépisné délky). Tato perioda zatméni byla zndma
chaldejskym astronomtim jiz fadu stoleti pfed naSim letopoctem pod nazvem Saros.
(Trojnasobek periody Saros nese ndzev Exeligmos, najdete jej pomoci aproximaci z

retézového zlomku.)

(viz (4))
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PRIKIAD 1:

Urdete nejvétsiho spoleéného délitele D(x) polynomit

flx)=x*—6x*+11x-6, g(x)=x> 1.

RESENTI:

Budeme uZivat Eukleidav algoritmus

= (x3 —6x” +1 1x—6)+ (x3 —1):1
~(x*-1)

—6x2+11x—5=r1(x), q=1

= déle plati:

g(x)+r(x)=¢,(x)

Provedeme tipravu g(x)-36
(36x° —36)=(6x> —11x+5)=6x+11
—(36)63 —66x” +30x)
66x” —30x—36
—(66x> —121x+55)
91x-91=r, (x), ql(x)=6x+11

= déle plati:

r(x)+1,(x)=q,(x)
(6x2 -1 1x+5)+(x—1):6x—5
- (6x2 —6x)
S5x+5
—(-5x+5)
0=r, (x), q,(x)=6x-5

= Nejv&tsim spoleénym délitelem danych polynomii f(x),¢(x) je D(x)=x-1.
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- nejveétSim spolecnym délitelem pfi uZziti Euklidova algoritmu je posledni nenulovy
zbytek ( v nasem pifpadé to byl r, (x)).

PRIKLAD 2:

Naleznéte &dsteény podil ¢ a zbytek r pii d&leni polynomu f(x) polynomem g(x).
flx)=2x*=3x> +4x* =5x+6
g()c)z)c2 —3x+1

RESENI:

(2x* =327 +4x2 =5x+6)= (x> =3x+1)=2x> +3x+11
—(2x4 —6x° +2x2)

3x7 +2x° =5x
—(3)c3 —9x? +3x)

11x*> —8x+6
—(11x* =33x+11)
25x-5

= g=2x"+3x+11
r=5x-1

PRIKLAD 3:

Naleznéte ae C tak, aby polynom f(x) byl délitelny polynomem g(x), jestlize:
f(x)=4x* +16x° +10x> +16x+a
g(x)=x—i

RESENI:
(4x* +16x7 +10x% +16x+a)= (x—i)=4x" +16x> +4x% +16xi + 6x+6i
- (4x4 —4x3i)
4xi+16x°
—(16x* —16x%)
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4x’i+16x7i
- (4x3i+4x2)
16x%i+6x> +16x
—(16x2 +16x)
6x>+a

—(6)(2 —6xi)
6xi+a
—(6xi+6)
a—=6

a—6 — nenulovy zbytek poloZime roven 0 a vypocteme Cislo a
a—6=0
a=6

PRIKLAD 4:

Naleznéte a,be R(x) tak, aby polynom f(x) byl délitelny polynomem g(x), jestliZe:
f(x)=3x" +8x° +10x* —ax+b

g(x)zx2 +3
RESENI:
(3)65 +8x° +10x7 —ax+b)+(x2 +3)=3x2 -x+10
—(3)65 +9x3)
—x’+10x°
- (—x3 —3x)
10x* +3x
—(10x*+30)
3x—ax+b-30

3x—ax+b—-30 — nenulovy zbytek po d€leni, ktery poloZime roven 0

46



47



CVICENI:

1.Uréete Euklidovym algoritmem nejvétsi spoleény délitel polynomia f(x),g(x) ,
jestlize:
a) f(x)=x*—x*—2x%+x+1

g()c)z)c3 —x*—x+1

b) f(x)=3x* +15x> —13x> =5x+4
g(x)=3x" +6x* —x-2
3x>-1]
©) f(x)=x®+2x* —4x* -3x* +8x-5
g(x)=x"+x—x+1
[x3 —x+1]
d) f(x)=2x"+(2+i)x> +(1+5i)x+3
g(x)=x +(1+4i)x> + (- 3+6i)x-9

[-4]

2. Délte se zbytkem polynom f(x)=2x* —3x* + x> —=5x+6 polynomem g(x)=x—3.

lg = 2% +3x> +10x+ 25, r=81]

3. Urdete nejvétsi spoleény délitel polynomir f(x), g(x), a(x).

fx)=x"=5x* +9x° —=15x% +18x
g(x)=2x*—9x* +7x+6
h(x)=x* =7x> +17x* =17x+6

[xz —5x+6]
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2.1.6: Vietovy vzorce

Véta 2.16:

Necht f(x)=x>+ px+¢ je normovany kvadraticky polynom, kde o,,a, jsou jeho
koteny. Plati f(x)=(x—a,) (x—a,)=x>—(a, + @, )x+ @, - «, . Porovnanim koeficientii
dostdvame vztahy mezi nulovymi body normovaného kvadratického polynomu a jeho

koeficienty , tzv. Vietovy vzorce pro normovany kvadraticky polynom:

o +a,=—p

a -a,=4q

Podobna tivaha plati i pro normovany kubicky polynom f(x)=x"+a,x* +a,x+a,,
jehoz koteny jsou ¢, ,c, , ;. Plati

f(x): (x_al)'(x_az)'(x_a’3):x3 +(_ o, -, —a; )x2 +(0{1a2 T0,0;+Q,0; )x+(_a1aza'3 )

Porovnanim koeficienti dostavame rovnosti:
o, +a,+a,=—a,,
o0, +aa,+a,0, = a,,
o,0,0,=—a,

PRIKLAD 1:
Je ddn kubicky polynom f(x)=x*—3x+1, jehoZ nulové body jsou o, ,a, 0. Sestrojte

normovany kubicky polynom g(x), jeho nulové body jsou o +l,a,+1,0,+1.

RESENI:

ZapiSeme Vietovy vzorce pro polynom f (x)=x3 —3x+1:
o, +a,+a,=0,

oo, +oo,+oL0,==3,

oa,0,=—1.
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- g(x)=x’ +a,x* +a,x+a, je normovany kubicky polynom, jehoZ nulové body jsou

o +l,a,+1,0, +1.

Z Vietovych vzorct pro polynom g(x) postupné uréime hodnoty koeficienti a,,a,.a,.

= plati:
(o, +1)+(a, +1)+(a, +1)=—a,. 4j. a,+a, +a, +3=—a,

Vime, ze o, +a, + o, =0 = a,=-3

= déle plati:

(o, +1)- (o, +1)+(a, +1)- (e, +1)+(ax, +1)-(a, +1)= q,

Po upravé dostaneme:

aa, +aa,+o,a,+2a +a, +a)+3=a, , odkud vzhledem k tomu,

oo, oo, +o,0,==3, o +a,+o,=0 = a,=0

Nakonec (&, +1)- (ar, +1) - (&, +1)=—gq,

Rozndsobenim dostaneme @, -, - o, + (@, +a 0+, e, )+ (@, +a, + @, )+1=aq,

Po dosazeni dostdvame —1-3+0+1=a, = a,=3

Hledany polynom g(x) md tvar g(x)=x"-3x%+3.

Véta 2.17: Vietovy vzorce pro obecny polynom n-tého stupné

ze

Necht' f(x)=a,x"+a, x"" +..+a,x+a,=a, (x—a,)-(x—a,)...(x—a, ). Rozndsobenim

tohoto soucinu a porovndnim koeficientti u x"~' dostdvdme:

-, -, —.—a,= ,
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a +a, +.+a, = -4

Obdobné porovnanim koeficientii u x"* dostaneme:

an—2

oo, +o0, +.+a o, =
a

n

: a,.
Analogicky oo, + oo, +..+ @, ,a, &, =——">

PRIKLAD 2:
Uréete viechny nulové body polynomu f(x)=x*—14x>+56x—64 , jestlize vite, Ze

jeden z jeho nulovych bodi je geometrickym primérem ostatnich.Reste v R.

RESENI:

Ozna¢me «q, ,a, ,a, nulové body polynomu f (x) anapiSeme Vietovy vzorce:
o, +o, +a,=14,

oo, +oo,+o,0, =56,

oo,a,=64.

Daile podle zadani plati:
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Umocnénim «, =,/&,a, nadruhou a dosazenim do &, &, o, =64 mame

a’=64=a, =4

Dosazenim hodnoty ¢, =4 do «, +a, + o, =14, a,¢, + o, 0, + ¢, 00, =56 dostaneme:
He, +a, )+ a,a, =56,

4+a, +a,=14= vyjadiime o, =10-¢,

Rovnici ¢, o, &, =64 upravime na tvar «, -&, =16 ( dosazenim ¢, =4) déle do této
rovnice dosadime a; =10—«a, = dostaneme

a, (10~a,)=16

10£4/10° =416 =, =2

2 o,=8

Odtud dostaneme «, , =

Hledané koteny polynomu f(x) jsou?2 ,4 .8 .

PRIKLAD 3:
Naleznéte nutnou a postacujici podminku pro to, aby jeden z nulovych boda kubického

polynomu f(x)=x’+ a,x’ +a,x+a, byl aritmetickym primérem ostatnich kofend.

RESENI:
Jsou-li ¢, ,, ,a, nulové body polynomu f (x), pak plati:

a,+a

o t+a
a, :T3 ,nebo a, = 4

a +a
—L—= nebo a,=

=>a,+a,-2a,=0 ,nebo a,+a, -2a,=0,nebo a, +a, —2a,=0

Pro nulové body plati:
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(a0, +a, —2a,)-(a, +a, -2, )- (@, + @, —22,)=0
Vietovy vzorce pro polynom f(x) jsou:

o ta,t+to,=—a,,
o, +o,0,+0,0,=a,,
a -, a;=a,

Rovnici (@, + @, -2a,) (a, +a, -2a, )-(051 +a, -2a, )=0 prepiSeme ve tvaru:

[(al ta, +a3)_3a3]'[(a1 ta, +a3)_3a2]'[(a1 ta, +a3)_3a1]:
= (a, +3a,)-(a, +3a, ) (a, +3a,)=0,

al+3ai (o, +a, +a, )+ 9a, (oo, +aa, +a,a,)+ 27(e, - @, -ty )=0
Dosazenim do posledniho vztahu z Vietovych vzorct pak dostdvame:
a} —3a; +9a,a, —27a, =0,

—2a3; +9a,a, —27a,=0.

Odtud je ziejmé, ze vztah —2a; +9a,a, —27a,=0 je nutnou, ale také i postadujici
podminkou pro to, aby jeden z nulovych bodt polynomu f(x)=x’ +a,x* +a,x+a, byl

aritmetickym pramérem ostatnich nulovych bodt.

Cely postup lze obritit.
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CVICENI:

1. Urgete viechny kofeny polynomu f(x)=16x*—-64x>—-56x>+16x-15 , jsou-li

{_

vSechny koteny tohoto polynomu c¢leny aritmetické posloupnosti.

N | =
o | W
N |
| |

N | =

2. Uréete viechny kofeny polynomu f(x), jestlize

a) f(x)=x’—7x*+12x—6, jeden z kofentl je roven jedné Sestiné soudtu zbyvajicich.
B++3.3-43.1]

b) f(x)=x*+(v5-5n>+(18-10V5 x+(8v5-24) , jeden zkofent je soudinem

ostatnich.

[1-5.2.2-2+5]

¢) f(x)=2x*—-15x>+35x* =30x+8, jeho kofeny jsou &leny geometrické posloupnosti

{1,1,2,4}
2

3. Urdete kofeny polynomu f(x)=x*-2x>-3x>+4x+4 z R[x] , mali dva

s kvocientem 2.

dvojndsobné koteny.
[ -1 dvojnésobny,

2 dvojnésobny]

54



2.1.7: Ireducibilni rozklady polynomii v T [x]

Definice 2.9:
Polynom f(x)eT[x],st £(x)>1 se nazyva reducibilni (rozlozitelny) v T[x], jestlize se
da psat jako soucin dvou polynomt v T[x], oba polynomy jsou alesponi stupné prvniho.

V opa&ném piipadé se nazyvd polynom f(x)eT[x] ireducibilni (nerozlozitelny).

- T je libovolné t&leso pak plati: Je-li f(x) reducibilni, pak existuji g(x),n(x) takové,

ve st f(x)>st g(x),sth(x)=1 f(x)=g(x) h(x)

- reducibilita je relativni vlastnost. Napt. polynom f(x)=x*—-2 ze Z [x] je ireducibilni
A% Q[x], ale je reducibilni v R[x], nebot’ x’ —2:(x+\/5)' (x—\/i) a vime, ze J2€ R, ale

J2¢0.

Véta 2.18:

Kazdy polynom f(x) stupné n>1 lze nad R zapsat v sou¢in ireducibilnich prvka
ndsledovné:

f(¥)=alx-a).(x-a ) +ax+b)..(x*+a x+b ), kde a.a,....a,.a,,b,eR pro
Viel,...,s. Polynomy x*+a,x+b, pro Viel,...,s maji za kofeny dvé &isla komplexné

sdruzena, n=r+2s.

Véta 2.19:

Plati nésledujici tvrzeni:

1.V Z [x] miize byt reducibilni polynom stupné nultého ( napf. 2x+4=2-(x+2), kde 2
je polynom stupné nultého)

2.V R[x] jsou ireducibilni polynomy stupné 1 a ty polynomy stupné 2, které maji par
komplexn¢ sdruZenych kofeni.

3. Kazdy polynom z C[x] stupn€ n =2 je reducibilni v C[x].

4. Kazdy nenulovy polynom f(x)e Q[x] lze vyjadiit ve tvaru:
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kde ge Q a f, je polynom v Z[x].

PRIKIAD 1:

Zjistéte, zda polynom f(x)=x>+2x+15 je reducibilni nebo ireducibilni nad R.

RESENI:

Zjistime kofeny polynomu f(x)=x?+2x+15
D=4-4-15=-56=D<0

= f(x)jev R[x] ireducibilni, protoZe polynom nejde rozlozit v R[x].

PRIKLAD 2:

Zjistéte, zda polynom f(x)=x?+2x+15 je reducibilni nebo ireducibilni nad C.

RESENI:
flx)=x*+2x+15

- zjistime kofeny polynomu

—2+./4-4-15 —244/56i°
2 4—-4 2+4/56i :(—l)il\/ﬁ

'xl,2 = =

2 2

:>f(x)=(x—l+i\/ﬁ)- (x—l—i\/ﬁ)

= f(x) je v C[x] reducibilni
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PRIKLAD 3:

Najdéte rozklad polynomu f(x)=x*—9, tak aby byl reducibilni nad C,R,Q,Z.

RESENI:

Polynom mivveme zapsat : ' ~9=(x* +3) (x* =3)
Potom plati: Clx]: (x++3) (x=+3) (x=iv3) (x+iv3)
RIxl (52 +3) (43} (s-3)
o[x:(x* -3)-(x* +3)

Z[x]: (x2 —3)' (x2 +3)

57



CVICENI:

1. Najdéte rozklad polynomu f(x)=32x* +64 x> —120x—72 tak, aby byl reducibilni
v Z,0.

Z :(x+3)-([4x> —4x-3)-8

Q:(x+3)-(x—%j-(x+%]-8

2. Najdéte rozklad polynomu f(x)=x*—x°+x—1 tak, aby byl reducibilniv R a C.

R:(x+1)'(x—1)'(x2 —x+1)

C :(x+1)-(x_1).(x_1+i\/§J.(x_1—i\/§J

2 2
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3. RESENI ALGEBRAICKYCH ROVNIC

3.1: Binomické rovnice

Véta 3.1:
Rovnice ve tvaru x" —z=0, kde ze C,z#0,n>0,ne N, se nazyva binomicka rovnice.
Kofeny rovnice budeme nazyvat n-té odmocniny z Cisla z .
z=r(cos @+isin @), x=p(cosT+isin )
S uzitim Moivreovy véty obdrzime
p" (cos(nt)+isin(nz))=r(cos p+isin @)

Pokud existuje n-t4 odmocnina z ¢isla z, pak ma tvar nékterého z Cisel:

W(cos ¢+ 2kn +isin L 2k”j ,

n n

kde k=0,1,...,n—-1.

Definice 3.1:

Binomickou rovnici ve tvaru
x"—=1=0,

kde n =1, budeme nazyvat rovnici pro déleni kruhu.

Véta 3.2:
Binomicka rovnice x" —z=0, kde mé pravé n riiznych kotent a viechny jsou

jednoduché, které jdou zapsat v goniometrickém tvaru:

+2 +2k
X, ="\/7|(c0s¢—kf[+isinuj,

n n

kde k=0,1,...,n—1.
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Véta 3.3:
Druh4 odmocnina z komplexniho ¢isla a+ib,b#0, ma dvé hodnoty, liSici se

znaminkem a to:

a) pro b >0
. Ng o)L ﬁ)}
b) pro b <0
: Ug o)L ﬁ)}
PRIKLAD 1:

Vypocitejte vSechny hodnoty symbolu 41

RESENI:

I=cos0+isin0, pak hledané n-t¢ odmocniny jsou:

2k .. 2kxm
cos +isin ,
n n

kde k =1,...,n . Oznaéime-li

2 .. 2%
£=cos—+isin—
n n
plati dle Moivreovy véty
f 2kx . . 2km
£" =cos——+isin—
n n

nebo-li n-té odmocniny z &isla 1 miizeme oznadit postupné &,€7,...,&", kde £" =1.

Tento vypocet dile uzivame v Cardanovo vzorcich.
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PRIKLAD 2:

Vyfeste rovnici x° —1=0 a naleznéte viechny Sesté odmocniny z jedné.
RESENI:
a) Tuto rovnici Ize fesit algebraicky.

Vyraz lze napsat: x° —lz(x3 —1)(x3 +1)=(x=1)(® + x+ 1) x+1)(x> —x+1)=0

Odtud dostaneme kofeny rovnice:

x, =1,

X, ———+£i,
2 2
1 43,

Xy =—————1I
2 2

x,=—1

b) Goniometrické feSeni:
Doplnime do vzorce:

=1(cos0+isin0)=1

V3

COS—+lSlI12—7Z. =cos60° +isin60° = 1+—i
6 2 2

l[ os—+zs1n4—j—c0s120 +isin120° ——%+§i

1(cos w+ising)=—1

1 c s—+zsm—j—cos240 +isin 240° —%——i

( 0
l[ 0s—+zs1n%j—cos300 +isin 300° %——i
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PRIKLAD 3:

Reste rovnici x° =2+3i

RESENI:

Komplexni ¢islo pfevedeme na goniometricky tvar r=2+3i

Dile zjistime:
=13,
2
cos (p—ﬁ,
sing = i,
Vi3
= ¢=56'18"36"

Doplnime do vzorce podle Véty 3.2 a zjistime koteny, které zaokrouhlime:

x, =13 (cos11°15°43" +isin 11°15'43") =1,267506 +0,252398;

x, = W13(cos 83°15°43” +isin83°15°43") =0,151636 + 1,283466i
x,=W13(cos155°15°43" +isin 155°15'43")=— 1173790 +0,540827
x, =Y13(c0s 227°15°43" +i5in 227°15'43") = —0,877078—0,949216i
x; =W13(c0s 299°15°43" +isin 299°15'43")=0,631726 — 1,127475i
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CVICENI:

1. Reste binomické rovnice:

a) x*=3-4;

b) x’=5+3i

2. Reste binomické rovnice:

a) x’=-8

b) x*=-16

63

[ x, =0,820363+1,018322i,
x, =—0,471711+1,219616i,
x, =—1,292075+0,201294i,
x, =—0,820363—1,018322i,
x5 =0,471711-1,219617i,
x5 =1,292075-0,201294;

x, =1,078283+0,7204861,
x, =—0,720486 +1,078283i,
x, =—1,078283-0,720486i

X, =1+4/3i,
X, ==2,
X, =1-+/3i
_xl =2 +/2i, |
x2=—ﬁ+\/§i,
-x3 :_\/5_\/51,
E? =22




3.2: Diskriminant

Definice 3.2:
Diskriminantem n neurcitych x,,x,,...,x, rozumime polynom z [ [xl,xz,...,xn] ve

tvaru:

kde I je obor integrity.

Definice 3.3:

n

Necht’ je dan polynom f(x) ve tvaru f(x)=a,x"+a, x""'+..+a,x+a,,a,#0,n>1.
a,,a,,...,a, jsou kofeny tohoto polynomu. Diskriminantem polynomu f (x) budeme
rozumét vyraz a" > D, («, ,...,, ).

ai D, (al ’az):alz —4aya,

Diskriminanty polynomi v zdkladnim tvaru f(x)=x" +a, x"'+..+a, jsou:

D, (0{1 , 0 ,0{3)=a12a22 +18a,a,a, —4a0a23 —4a13 —27(102

D, (., .0, a, ):% [4 (12a0 +c122 —-3a,a, )3 —(27a12 -T2a,a, +2c123 —9a,a,a, +27aoa32 )2]

Véta 3.4:

Kvadratickd rovnice s redlnymi koeficienty ma :

1) dva rizné kofeny, je-1i jejf diskriminant D, >0,
2) jeden dvojndsobny redlny koten, je-li D, =0,

3) par komplexné¢ sdruZenych koteni, je-li D, <0.

Véta 3.5:

Kazda kubickd rovnice ( rovnice 3.stupné) je fesitelna.

Véta 3.6:

Necht' mdme kubickou rovnici ve tvaru x* +a,x+ a,x+a, =0
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Zavedeme substituci x=y _a?z’ pak plati:

y3 + py+4g=0 kde

a
3
aa, 2a,
=a., —
1= ™73 "y

Definice 3.4:
Necht je ddna kubickd rovnice y’ + py+¢=0, pak jeji feSenf Ize nalézt pomoci tzv.

Cardanovych vzorcii:

2

3
D,=—4p*-27¢" =(—108)-(q—+p—j

4 27

g 1 \/q 1
=3|-—+—,/-3D, +3|-=——,/-3D
Y \/ 218 3 218 3

qg, 1 2 qg 1
—exl-442 3D +e23-4-1 23D
Y2 \/ 218 3 18 3
y3=823\/—1+%1/—3D3 +£3 _g_% -3D,

Véta 3.7:

Kubick4 rovnice s redlnymi koeficienty ve tvaru x* + px+g=0 ma:
1) dvojnasobny koften, je-li D, =0

2) vSechny kofeny redlné, je-li D, >0

3) jeden kofen redlny a dva komplexné& sdruzené, je-li D, <0.

Véta 3.8:
Necht’ diskriminant rovnice x’ + px+¢=0 s redlnymi koeficienty je kladny.

Pak kofeny této rovnice vypocteme ndsledujicim zpisobem. Nalezneme feSeni

goniometrické rovnice :

27
-p

cost=—

N
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lezici v intervalu (0,7). Hledané feSeni je pak dano vztahy:

kde druhd odmocnina z kladného ¢&isla —g je kladné ¢&islo.

Véta 3.9:

Kazda algebraicka rovnice 4.stupné¢ je algebraicky feSitelna.

Véta 3.10:

Necht tedy mame algebraickou rovnici 4.stupn¢ ve tvaru:

' +a,2t a7t +az+a, =0
o a, .
Zavedeme substituci z= X_I , pak plati:

x*+ px® +gx+r=0

kde
3
p:az_g%’
a,a a3
—g 8% G
q=a, > 3
r=a,——a,a +ia a z—ia ¢
0Ty Ml e s s

o 1 N . y .
Provedeme substituci x=§ (u+v+w) adostaneme, Ze u®,v*,w” jsou kofeny rovnice

( kubické resolventy )
£ +2p’ +(p?—4r)t—q* =0

s podminkou uvw=-— g . Ozna¢ime-li kofeny kubické resolventy ¢, ,t, ,¢, dostaneme :
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=i )

o= (i) .
s )
)

Véta3.11:

Diskriminant rovnic x* + px* +gx+r=0 je roven diskriminantu jeji kubické resolventy.

Véta 3.12:

Necht rovnice x*+ px*+gx+r=0, kde g#0, je rovnice s redlnymi koeficienty s

D, #0, Pak plati:

1) Je-li D, <0, pak rovnice x*+ px* +¢gx+r=0 m4 dva redlné kofeny a jeden par
komplexn¢ sdruZenych kofeni.

2)Je-li D, >0, p<0, p> —4r>0, pak ma rovnice x*+ px* +gx+r=0 &tyfi rizné redlné
koteny.

3)Je-li D, >0 a podminky ve 2) nejsou splnény, pak md rovnice x* + px* +gx+r=0

dva pary komplexné sdruzenych kotent.

Definice 3.5:

Necht je dan polynom n-tého stupné, n>0, ve tvaru :
f(x)=a,x"+a, x""'+..+a, x+a,, kde a, #0.
JestliZe pro koeficienty polynomu f(x) plati ndsledujici vztahy:
a,=a,

a,=a

n-1

a,=a,_,
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kde ksg, pak f(x) nazveme reciprokym polynomem 1. druhu. Rovnici f(x)=0

budeme analogicky nazyvat reciprokou rovnici 1. druhu.

Véta 3.13:

Kazdy reciproky polynom f(x) 1. druhu lichého stupné n lze psét ve tvaru
flo)=(x+1)g(x),

kde polynom g(x) je reciproky polynom 1. druhu sudého stupné (n—1).

MiiZzeme se tedy omezit na polynomy sudého stupng¢:

fx)=ayx™ +a,x*" "' +...+a,x+a,=0

flx)= (aoxz’" +a, )+ (alxzm_1 +a1x)+...=0

m 1 m—1 1 1
ag| X" +— |+a,| X" +—— |+...+a, | x+—|+a,=0
X x X

1 1
y=x+—= y’ -2=x" +—
x X

1
vy =3y=x’ e
X
byy" +bly’"_1 +..4b,=0=y,,,,..., ),

2 .
x =y x+1=0,i=1,...m=x,x,,....x,

m

Definice 3.6:

Polynom f(x) nazveme reciprokym polynomem 2. druhu, jestliZe pro jeho koeficienty

plati:
a,=—da,
al = _an—l
a,=-a,,
A ==0a, >

Rovnici f(x)=0 pak nazveme reciprokou rovnici 2. druhu.

68



Véta 3.14:

Kazdy reciproky polynom f(x) 2. druhu lze psét ve tvaru

fla)=(x-1)g(x),
kde polynom g(x) je reciproky polynom 1. druhu.

PRIKLAD 1I:
Vypoditejte kofeny polynomu f(x)=x*—9x* +36x—28.

RESENI:

Rovnici x* —9x* +36x—28=0 vyiesime pomoci Cardanovych vzorci.
Podle Véty 3.6 zavedeme substituci x=y— a?z =x+3

=y’ + px+g=0 vypoéteme p,q:

a
a.a 2a,’
=aq, -2+ 72 =26
1= =73 "y

Dosadime do rovnice a dostaneme: y’ +9y+26=0
Vypoéteme diskriminant: D, =—4p° —27¢>=—4-9°-27.26" =—21168<0= podle

Véty 3.7 bude jeden kotfen redlny a dva komplexné sdruzené

Podle Cardanovych vzorcii vypoéteme kofeny rovnice y’ +9y+26=0

yl:i/(_z_;}%'«_3)'(_21168)+i/(_2_26j_i'\/(_ 3 C21168) =

=3/(-13)+14 +3/(~13)-14 =41 +3/(- 27)=1-3=-2
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Pro ¢ plati: Szi/I:coséﬂ'H-sin%f[

2 4 .. 4
£ ZCOS—7Z'+l'SIIl§7[

yzzg-i/(__j _J —21168) +£ \/(_2_26}%.\/(_3).(_21168):

2 .2 4 . .4
=1-| cos=m+i-sin=x |+(=3)-| cos—z+i-sin—x |=
3 3 3 3

:cosgﬂ'+i-sin27z—3-cosiﬂ—3i-sin%ﬂ': 2+2\/§i

y, =€ \/(——j —J(=3)-(-21168) +¢- J(—%}—%.J(—ﬂ.(—zmg):

4 .. 4 2 .. 2
=1- cos—i[+l-sm§ﬂ' +(—3)- cosgﬂﬂ-smgﬂ' =

=cosi75+i'sinin’—&cosgn’—&*sin%n’= 2—2\/51'

Koteny y,,y,,y, vritime zpét do substituce

=x =y +3=(-2)+3=1

X, =y, +3= 5+2/3i

X =y, +3=5-2,/3i

PRIKLAD 2:
Vypoditejte kofeny polynomu f(x)=x°—6x+5.

RESENI:
Nemusime délat substituci, protoZe znime p=(-6),g=5

Vypoé&itame diskriminant rovnice x* —6x+5=0

D,=—4p*-27¢> = (- 4)-(-6)’ —27-5 =189>0= jsou viechny kofeny reilné
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Kofeny rovnice nalezneme ndsledujicim zpisobem podle Véty 3.4:

27 1
cost=—i 5 , leZi v intervalu (O,n’) =cost =—§' 27 5 =—§' —
2 \-p e 2 —(—6) 4 V2

t=152° 06

Pro hledané koteny plati vztahy:

X, =21/—§cos%:2w/5~cos 152306 =1,7915

o 2L o2 o SO0

)4 t+4ﬂ.=2~x/§'cos 152°06"+720

2.0—- g cos =0,9998

[
[

PRIKLAD 3:

Vypoététe kofeny polynomu z* —4z° +11z° +8z—-26.
RESENI:
Mame algebraickou rovnici 4.stupné ve tvaru:

7' =472 +1122 +82-26=0

a
Zavedeme substituci: z:x—f:x+1:>x4 +5x%4+22x-10=0

Podle Véty 3.10 zjistime:

Dosazenim koeficientti do rovnice ¢* +2pt* + (pz —4r)t—q2 =0 dostaneme kubickou

rovnici tvaru = 1> +10¢% + 65t —484=0
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Podle Véty 3.6 zavedeme substituci: 7= y—a—z— y _1o

3 3
Vypocteme p,q:
a9
pP=aq 3 3
3
a,a, 2a,
=a,— =26
T
Potom plati y’ + px+g=0=7y’ + %y—%zO

Vypocitdme diskriminant D,=—4p* —27¢>=—10727712<0=> jeden kofen je redlny

a dva komplexné sdruzené.

95 16918

Podle Cardanovych vzorcii vypoéitime kofeny rovnice y’ +? y —7=0
y, = \/(@j —-J(=3)-(-10727712) + \/(%)—— J(=3)-(-10727712) =
_2
3

8459\ 1 , 18459
—e-3|| 22 |+ —. J(=3)-(-10727712) + — |- —10727712
yzgi/[mjls*/( )-( )81/[27j (=3 )=

:[Cos§7£+i'sin§75j (11+2\/_j (Cosgﬂ'+l sm:n‘j [ 2\/_j [—?j—z 672

y; = [— %) —i-6:/2 - komplexné sdruZeny koten

Vratime do substituce:

=
I
=

|

I
[

= —?:—7+6\/§l

~
[}
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Koteny kubické resolventy musi spliovat podminku: \/Z . \/Z . \/Z =qg=(=22)
=t =2

Ji =2 +3i)
v

=>—-q=-22

Dostavdme koteny rovnice 4.stupné:

iz%(\/z+\/z+\/g)= 2+ (2 +3i)+ W2 -3i)=-1442
5= W = =y )= 2= W2 +30)- (2 -3i) = -1-42
-
J+

1+3;

x3=l(—\/z+\/5—\/g)=l(2+(\/§+3z z))

(i
(v
SV BT N

PRIKLAD Z PRAXE:

Necht Zebiik o délce [ = g 10 je opfen o bednu o rozmérech 1x1, o sténu a o podlahu.
Jak vysoko dosdhne?

RESENI:

Bedna déli délku Zebtiku na dva tseky. Ozna¢me si x vySku hornitho dseku. Potom

vyska dolniho dseku je 1, horizontdlni primét horniho dseku je 1 a horizontdlni pramét

.1 .
dolniho dseku je —. Podle Pythagorovy véty je soucet délek useku:
X
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I=x? +1+4x72 +1

Po umocnéni na druhou

+1

PP=x>+1+2- +x7+1

X
neboli
4 3 2 _
XT+2x"+2-1"+2x+1=0,
coz je reciprokd rovnice.

Zkusime rozlozZit

2

P=x>+1+2-~ +1+x_2 +1=()c2 +u)c+1)'()c2 +vx+1).
X
Dostavame soustavu
uv=(2—lz)—2=—%,

u+v=2.

Hleddme seznam feSenf rovnice y* —2y —%, coZje y,, =1%.1 +? =1 i%.

Rozlozili jsme polynom na
xt+2x 1217 +2x+1=[x2 +?x+1j'[x2 —§x+1j
Prvni z nalezenych kvadratickych troj¢lenti nema redlné koteny, druhy lze rozlozit

x° —%x+l= (x—3)-(x—lj.

3
PouZijeme-li vétsi kofen x =3, dosdhneme do vysky x+1=4.

(viz (5))

PRIKLAD 4:

Vypoditejte koteny polynomu f(x)=x" —2x® —x* —x* —=2x+1.
RESENI:

Polynom f(x)je reciproky polynom 1. druhu lichého stupné a lze psét ve tvaru:

fx)=(x+1)- g(x)
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Pomoci Hornerova schématu vypoéteme polynom g(x).

a=-1 1 -2 0 -1 -1 0 -2 1
-1 3 -3 4 -3 3 -1
1 -3 3 -4 3 -3 1 0

g(x)=x6—3x5 +3x* —4x’ +3x* = 3x+1

g(x) je reciproky polynom 1.druhu, ale sudy.

x=3x" +3x* —4x* +3x -3x+1=0 /:x*

Podle Véty 3.12 zavedeme substituci:

1 1 1
y=x+—= y2—2=xz+—2:>)13—?>y:)c3+—3
x x x

Potom dostaneme: 3y —3y2 46+ y* -3y -4 =0
¥y =3y’+2=0

Zavedeme dalsi substituci podle Véty 3.6, kdy y=z— % =>y=z+1

=7+ pz+qg=0
(l2
_a,-a, _|_2-a2
3 27

q=4a

Spocteme D, :

D, =(—4)p® —27¢*> =108 >0 = Ze viechny kofeny jsou realné.

Vypocteme koteny rovnice:

q 27 4
cost==2 s ==
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Z,=2,/——=cos—=4+/3
= 3 3 =

+2
2, =2 —Ecost 7o 3
= 3 3 —
2=2 D t+347[:O

Vratime zpét do substituce y =z +1

:>y1=\/§+1
v, =—v3+1
y; =1

. . . s y 1
= Dosazenim do prvni substituce ziskame kotfeny polynomu: y = x+—

X
+4/2.
)’1:\/§+1:>x1,2:1+\/§_ 2 \/5

2

— +7.4/2-
y2=—\/§+1:>x3!4=1 \/g_l 2\/5

2

1+i-+3

Vy=1= x5 = 5

x; =—1

PRIKLAD 5:

Vypoditejte kofeny polynomu f(x)= x> —2x* —x* + x> +2x—1.

RESENI:

Polynom f(x)je reciproky polynom 2. druhu =1 . . . je kofenem polynomu.

Potom lze psit ve tvaru: f(x)=(x—1)- g(x)

(x5 —2xt =+ x? +2x—1)+(x—1)=x4 —x’=2x" —x+1
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g(x)=x* —x* =2x* — x+1 = g(x) je reciproky polynom 1.druhu, ale sudy

xt=xP=2x*—x+1=0 /:x?

x —12—2—(x+lj—2:0
X X

. 1 1
Zavedeme substituci: y=x+—=y’ -2=x"+—
X x

Potom dostaneme: y* —y—4=0

ReSime kvadratickou rovnici= y, , =

2
Vrétime zpét do substituce: y = x+ 1
X
117 e 17)eN2 42 41T
MW= > 12 = 4
_1=N17 (=122
2 = 2 34 T 4

xs =1
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CVICENI:

1. Reste nad C kubické rovnice pomoci Cardanovych vzorcii:

a) x’+36x+208=0

L4.2+4iy3)
b) X’ +6x*+9x+4=0
[~4,-1,-1]
2. Reste nad C rovnici 4.stupné:
a) x* —3x*—12x+40=0
[2+i,—2+2i]
b) x*+2x° +2x* +10x+25=0
[1+2i—2+i]

3. Reste v C reciproké rovnice:

a) 6x°+5x° —44x* +44x* —5x—6=0

b) x° -11x* +17x* =11x+1=0

¢) x*—x”+39x°—80x° +100x"* —80x> +39x> —10x+1=0
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4. ZAVER

Diplomova préce je pojata jako ,, ucebnice®, kterd ma ¢tenafe seznamit s feSenim a
metodikou polynomi jedné proménné. Je urcena studentiim na stfednich a vysokych
Skoléch.

Jednim z cilt této diplomové préce, je pfibliZit ¢tendfi pojem polynomy jedné
proménné. V kazdé podkapitole je popsdn dany problém, ktery vede na feSeni
polynomi jedné proménné. Pro ndzornost si ¢tenai miiZze vyzkouset vypocitat piiklad
podle ptedlohy a na zavér procvicit a ovefit ziskané znalosti a dovednosti na dalSich
ptikladech s uvedenymi vysledky.

Chtéla jsem touto diplomovou praci ukdzat, Ze polynomy jedné proménné miiZeme
fesit riznymi metodami. Nékteré kapitoly jsem doplnila piiklady, kde se uzivaji
polynomy v praxi.

Dale jsem s snazila podrobné vyiesit vzorové piiklady, kde jsem popisovala

jednotlivé kroky postupu, aby ¢tenat 1épe pochopil danou problematiku.
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