3. OKRUHY POLYNOMŮ

Definice 3.1:
R je okruh, x je symbol. Uvažujme množinu R[x] všech výrazů ve tvaru 
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Dva výrazy 
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 pokládáme za stejné, jestliže po vynechání nulových členů obdržíme identické výrazy. 

Definujme dále 
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, kde pro i>n (resp. i>m) klademe ai=0 (resp. bi=0). 

P.26: Ukažte, že (R[x],+,() je okruh, tzv. okruh polynomů jedné neurčité nad R, jeho prvky se nazývají polynomy. 

Definice 3.2:
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. Pak řekneme, že f(x) je stupně n, píšeme st f(x) = n. Nulovému polynomu nedáváme žádný stupeň. 

Věta 3.3:
Je-li R OI, pak i R[x] je OI. 
Důkaz:.
Dle P.26 víme, že R[x] je okruh. Zbývá dokázat, že nemá vlastní dělitele 0. 


nechť 
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? f(x) ( g(x) = 0 ?


Ale 
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, kde cm+n = an, bm (0 (neboť R je OI)


Pak ale f(x) ( g(x) ( 0 a tedy R[x] je OI. 

Věta 3.4:
Je-li R OI, f(x), g(x)(R[x]. Pak st(f(x) ( g(x)) = st f(x) + st g(x).

Důkaz:
Plyne ihned z věty 3.3

P.27: Platí věta 3.4 i v případě, že R bude pouze okruh? Pokud ne najděte protipříklad. 

Věta 3.5:
Nechť R je OI. Pak jednotky v R[x] jsou právě všechny jednotky v R. 

Důkaz:
„(“ každá jednotka v R je zřejmě také jednotkou v R[x]


„(“ Nechť 
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 je jednotka v R[x], tzn. Existuje g(x)(R[x], 
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 tak, že f(x) ( g(x) = 1. st f(x) = n, st g(x) = m, st (f(x) ( g(x)) = m+n = st 1 = 0 ( 


( st f(x) = st g(x) = 0 ( f(x) = a0, g(x) = b0 ( a0 ( b0 = 1 a tedy f(x) je jednotkou v R. 

P.28: Na základě věty 3.5 rozhodněte, zda je možné, aby R[x] bylo těleso. 

Definice 3.6:
Prvek ((R (okruh) se nazývá kořen polynomu f(x), f(x)(R[x], jestliže f(() = 0

Věta 3.6: (Bezoutova) f(x) ( T[x], T je těleso, st f(x) = n>0. Prvek ((T je kořenem f(x) ((x-()| f(x) 

Důkaz:
„(“(x-() | f(x) ((g(x)(T[x]; f(x) = (x-() ( g(x)


        f(x) = ((-() ( g(x) = 0 ( ( je kořen f(x).


„(“ Víme, že T[x] je Eukleidovský OI, kde V(f(x)) = st f. 



dle definice EOI zřejmě existují prvky q(x), r(x) ( T[x] tak, 



že f(x) = (x-() ( q(x) + r(x), kde r(x) je buď nulový polynom, 



nebo st r(x)<st (x-() = 1. Tedy st r(x) = 0. Vzhledem k tomu, že ( je kořen, 



neboli f(() = 0 dostáváme 



0 = ((-() ( q(() + r(() ( r(() = 0, tedy r(x) je nulový polynom. 



Pak ale f(x) = (x-() ( q(x), tj. (x-()| f(x)

Věta 3.8:
Nechť f(x) je polynom st n nad tělesem T. Pak f(x) má v T nejvýše n kořenů. 

Důkaz:
indukcí podle n

I) pro n=1 … f(x) má v T[x] právě jeden kořen

II) n>1 … pokud má alespoň jeden kořen ( dle věty 3.7 existuje polynom g(x)(T[x] tak, že f(x) = (x-() ( g(x) a st g(x) = n-1. dle indukčního předpokladu má g(x) nejvýše n-1 kořenů. 

Věta 3.9:
f(x)(T]x], st f(x) = n, nechť f má v T[x] právě n kořenů. Pak 
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Důkaz:
zřejmé

P.29: Najděte příklad tělesa T a polynomu f(x)(T[x] tak, aby platilo: 


a) f(x) nemá v T žádné kořeny


b) každý prvek tělesa T (kromě 0) je kořenem f(x)

Definice 3.10:
T je těleso, a(T, n(Z. Celistvým násobkem n(a prvku a rozumíme 

pro n > 0
a + a +…+ a } n krát

pro n = 0
0


pro n < 0
-a - a - …- a = (-a) + (-a) + … + (-a) }n krát

Příklad:
a) T = R, pak n ( a je „klasické“ násobení


b) T = (0,1,2,3,4(
(konečně číselné obory)
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a = 3, n = 5 ( n ( a = 5(3 = 3 + 3 + 3 + 3 + 3 = 1 + 1 + 3 = 0

Věta 3.11:
a, b(T (těleso), m, n (Z. Pak platí:

i) n ( (a + b) = (n ( a) + (n ( b)

ii) (n + m) ( a = (n ( a) + (m ( a)

iii) (n ( a)b = n ( ab = a(n ( b)

iv) n ( (m ( a) = mn ( a

v) (n ( 1)(m ( 1) = (mn ( 1)

Definice 3.12:
T je těleso, 
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 se nazývá derivace polynomu f(x). Kořen ( se nazývá alespoň k-násobným kořenem polynomu f(x), jestliže (x-()k| f(x). 

Příklad:
T = {0,1,2,3,4}
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f(x) = 2x5 + 4x4 + 2x3 + x + 2


f’(x) = (5 ( 2)x4 + (4 ( 4)x3 + (3 ( 2)x2 + 1 = x3 + x2 + 1
Věta 3.13:
T je těleso. Pak pro každé dva polynomy f(x), g(x)(T[x] platí:

i) (f(x) + g(x))’ = f ’(x) + g’(x)

ii) (f(x) ( g(x))’ = f ’(x) ( g(x) + f(x) ( g’(x)

Důkaz:
i) 
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 BÚNO (bez újmy na obecnosti) m ( n


Položme ai = 0 pro i = n+1, … , m. Pak [f(x) + g(x)]’ = [
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ii) 
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[f(x) ( g(x)]’ = 
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 = f ’(x) ( g(x) + f(x) ( g’(x)

Věta 3.14: (Leibnitzova formule)


T těleso, f(x), g(x)(T[x], n(N. Pak platí (f(x) ( g(x))(n) = 
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P.30: Dokažte Leibnitzovu formuli.


Indukcí:


I) n = 1 ( věta 3.13


II) (f(x) ( g(x))(n) = 
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Věta 3.15:
f(x)(T[x], ((T je kořen, char T = 0. 


Pak ( je vícenásobným kořenem polynomu f(x) ( ( je kořenem f ’(x).


(pozn.: p=char T …nejmenší přirozené číslo : p ( 1= 0; char T = 0 ( takové p neexistuje)
Důkaz:
„(“( je k-násobným kořenem f(x), k(2, tj. (x-()k | f(x) ( ( g(x), f(x) = (x-()k g(x). Pak ale f ‘(x) = k (x-()k-1 g(x) + (x-()k g’(x)


f ‘(() = ?
f ‘(() = k ((-()k-1 g(() + ((-()k g’(() = 0 ( ( je kořenem f ‘(x)


„(“ f(() = 0, f ‘(() = 0  ?( ( je vícenásobný kořen f(x)


( je kořen f(x) B.V.( f(x) = (x - () ( g(x) ( f ‘(x) = g(x) + (x - () g’(x)


předpoklad: 0 = f ’(() = g(() + (( - () g’(()
( g(() = 0 ( ( je kořen g(x)


( ( h(x); g(x) = (x-() h(x) ( f(x) = (x-()2 h(x)

Věta 3.16:
T je těleso, f(x)(T[x], st f(x) = n, char T = 0, nechť f(x) má v T n kořenů (včetně násobnosti). Pak f(x) má alespoň jeden dvojnásobný kořen ( D(f(x),f ‘(x)) ( 1.

Důkaz:
„(“ ( je dvojnásobný kořen f(x) věta 3.15( ( je kořen derivace f ‘(x) dle B.V. platí: (x - ()|f(x), (x - ()|f ‘(x) ( D(f(x),f ‘(x)) ( 1


„(“ Nechť D(f(x),f ‘(x)) ( 1. Dle věty 3.9 lze f(x) psát ve tvaru 


f(x) = an (x-(1)k1 (x-(2)k2 … (x-(t)kt ; 
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T[x] je EOI ( T[x] je GOI tzn. Existuje jednoznačný rozklad. 


Tedy D(f(x),f ‘(x)) = (x-(1)r1 (x-(2)r2 … (x-(t)rt , 0 ( ri ( ki. 


Jelikož D(f(x),f ‘(x)) ( 1 ( ( index i tak, že li ( 1.


Tedy (i je kořen f ‘(x) věta 3.15( (i je alespoň dvojnásobný kořen f(x)

Věta 3.17:
k(N, T je těleso, char T †k. Je-li ((T právě k-násobným kořenem f(x)(T[x] ( ( je právě (k – 1)-násobným kořenem f ‘(x).

Důkaz:
f(x) = (x - ()k g(x) (g(x) ( 0


f ‘(x) = k ( (x - ()k-1 g(x) + (x - ()k g’(x) = (x - ()k-1 [k ( g(x) + (x - () g’(x)]


[k ( g(x) + (x - () g’(x)] = h(x)


nyní stačí pouze ukázat, že ( není kořen h(x)  {h(() = 0}


h(() = k ( g(() + (( - () g’(() = k ( g((), ale g(() ( 0 a char T †k


tedy h(() = k ( g(() ( 0

Poznámka:
Pokud char T | k věta neplatí!!!


T = {0,1,2,3,4}
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char T = 5

f(x) = (x – 1)5 = x5 - 5x4 + 10x3 – 10x2 + 5x – 1 = x5 – 1

f(x) má 5-ti násobný kořen 1

f ‘(x) = (5(1) x4 = 0


VĚTA NEPLATÍ !!!

Věta 3.18:
k(N, T je těleso takové, char T † k. 


Pak ( je k-násobný kořen f(x)(T[x] ( f(() = f ’(() = … f (k-1)(() = 0; ! f (k) ( 0

P.31: Dokažte větu 3.18 (indukcí s využitím věty 3.17)


„(“ podle věty 3.15 ( ( je alespoň k-násobný kořen f(x)


f(x) = (x - ()k g(x) ?( g(() ( 0


f (k)(x) = 
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0 ( f (k)(() = 0 + 0 + …
[image: image39.wmf]÷
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„(“


I) k=1
( je jednoduchý kořen ( f(() = 0 ( f ‘(() ( 0


II) k-1 ( je k-násobný kořen f(x) věta 3.17( ( je (k - 1)-násobným kořenem f ‘(x) předpoklad( f ‘(() = 0, f ‘‘(() = 0, … f (k-2+1)(() = 0, f (k)(() ( 0


f(() = 0 ( jasné

Poznámka:
a) Pokud char T = 0 jsou předpoklady věty 3.18 splněny automaticky


b) ukážeme metodu, jak lze snadno spočítat hodnotu polynomu f(x)(T[x] a jeho derivací v bodě ((T, char T = 0. „Hornerovo schéma“ 


c) T[x] je EOI ( ( f(x)(T[x] ( q(x)(T[x]; 


f(x) = (x - () q(x) + f(()


nechť 
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porovnáním koeficientů dostáváme

an = bn-1
an-1 = bn-2 - ( bn-1
.

.

.

a1 = b0 - ( b1
a0 = f(() - ( b0
bn-1 = an
bn-2 = an-1  + ( bn-1
.

.

.

b0 = a1 + ( b1
f(()=a0 + ( b0




tzn. koeficienty polynomu q(x) můžeme rekurentně vyjádřit pomocí koeficientů polynomu f(x). Postup zapisujeme do tabulky.

	an
	an-1
	an-2
	…
	a1
	a0

	
	( bn-1
	( bn-2
	…
	( b1
	( b0

	bn-1
	bn-2
	bn-3
	…
	b0
	f(()


        (




Celý postup lze opakovat pro polynomy q(x) atd. Tedy dostáváme


f(x) = (x - () q1(x) + f(()


q1(x) = (x - () q2(x) + q1(()


.


.


qk(x) = (x - () qk+1(x) + qk(()

Příklad:
Najděte hodnotu polynomu f(x) = x6 + 2x5 – 3x4 + x3 – 5x2 + 3x – 1 a jeho derivaci v bodě ( = 3 pomocí Hornerova schématu

( = 3

	1
	2
	-3
	1
	-5
	3
	-1

	
	3
	15
	36
	111
	318
	963

	1
	5
	12
	37
	106
	321
	962 = f(3)

	
	3
	24
	108
	435
	1623
	

	1
	8
	36
	145
	541
	1944 = f ‘(3)
	

	
	3
	33
	207
	1056
	
	

	1
	11
	69
	352
	1597 = f’’(3)/2!
	
	

	
	3
	42
	333
	
	
	

	1
	14
	111
	685 = f(3)(3)/3!
	
	
	

	
	3
	51
	
	
	
	

	1
	17
	162 = f(4)(3)/4!
	
	
	
	

	
	3
	
	
	
	
	

	1
	20 = f(5)(3)/5!
	
	
	
	
	


Poznámka:
Výrazy ve tvaru f(k)(() / k! se vyskytují protože f(x) = (x - () q1(x) + f(() a dle Leibnitzovy formule f(k)(x) = (x - () q1(k)(x) + k ( q1(k-1)(x)





f(k)(() = k (q1(k-1)(()





q1(k-1)(() = (k-1) ( q2(k-2)(() ( f(k)(() = k ( (k-1) ( q2(k-2)(() atd.

Příklad:
Určete násobnost kořenů 2, 5 polynomu 


f(x) = x7 – 6x6 – x5 + 70x4 – 120x3 – 112x2 + 435x – 288

( = 2

	1
	-6
	-1
	70
	-120
	-112
	432
	-288

	
	2
	-8
	-18
	104
	-32
	-288
	288

	1
	-4
	-9
	52
	-16
	-144
	144
	0

	
	2
	-4
	-26
	52
	72
	-144
	

	1
	-2
	-13
	26
	36
	-72
	0
	

	
	2
	0
	-26
	0
	72
	
	

	1
	0
	-13
	0
	36
	0
	
	

	
	2
	4
	-18
	-36
	
	
	

	1
	2
	-9
	-18
	0
	
	
	

	
	2
	8
	-2
	
	
	
	

	1
	4
	-1
	-20
	
	
	
	



2 je čtyřnásobným kořenem polynomu f(x)

( = 5

	1
	-6
	-1
	70
	-120
	-112
	432
	-288

	
	5
	-5
	-30
	200
	400
	1440
	9360

	1
	-1
	-6
	40
	80
	288
	1872
	9072 = f(5)



Číslo 5 není kořenem f(x)


Stačilo dosadit už do upraveného polynomu

( = 5

	1
	2
	-9
	-18

	
	5
	35
	130

	1
	7
	26
	112


Odstranění vícenásobných kořenů

Věta 3.19:
f(x) (T[x], char T = 0, st f(x) = n (1. Pak polynom g(x) (T[x] takový, že 


g(x) D(f (x),f ‘(x)) = f(x) má tytéž kořeny jako f(x), ale všechny jsou jednoduché.

Důkaz:
„náznak“


f(x) = a (x-(1)k1 (x-(2)k2 ... (x-(t)kt

f ’(x) = b (x-(1)k1-1 (x-(2)k2-1 ... (x-(t)kt-1 (x-(1)l1 ... (x-(0)l0
Příklad:
Najděte kořeny polynomu f(x) = 4x5 + 20x4 + 25x3 - 10x2 – 20x + 8


f ‘(x) = 20x4 + 80x3 + 75x2 – 20x – 20


D(f(x), f ‘(x)), místo f ‘(x) uvažujeme asociovaný polynom 4x4 + 16x3 + 15x2 – 4x – 4


Eukleidův algoritmus


(4x5 + 20x4 + 25x3 - 10x2 – 20x + 8) : (4x4 + 16x3 + 15x2 – 4x – 4) = x + 1

	0
	- 16x4
	- 15x3
	+ 4x2
	+ 4x
	

	
	4x4
	+ 10x3
	- 6x2
	- 16x
	+ 8

	
	0
	- 16x3
	- 15x2
	+ 4x
	+ 4

	
	
	- 6x3
	- 21x2
	- 12x
	+ 12



q0(x)



r1(x)  (asociovaný (-3))


(4x4 + 16x3 + 15x2 – 4x – 4) : (2x3 + 7x2 + 4x - 4) = 2x + 1

	0
	- 14x3
	- 8x2
	+ 8x
	

	
	2x3
	+7x2
	+ 4x
	-4

	
	- 2x3
	- 7x2
	- 4x
	+ 4





q1(x)



   0 = r2(x)


Tedy D(f(x), f ‘(x)) = k (2x3 + 7x2 + 4x - 4) , k(R


Určíme polynom g(x)


(4x5 + 20x4 + 25x3 - 10x2 – 20x + 8) : (2x3 + 7x2 + 4x - 4) = 2x2 + 3x – 2

	-4x5
	-14x4
	-6x3
	+8x2
	
	

	0
	6x4
	+17x3
	-2x2
	-20x
	+8

	
	-6x4
	-21x3
	-12x2
	+12x
	

	
	0
	-4x3
	-14x2
	-8x
	+8













g(x)


f(x) = g(x) D(f(x), f ‘(x))


f(x) = (2x2 + 3x – 2) (2x3 + 7x2 + 4x - 4) 
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Tedy f(x) má kořeny 
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a Hornerovým schématem určíme jejich násobnost. 

	4
	20
	25
	-10
	-20
	8

	
	-8
	-24
	-2
	24
	-8

	4
	12
	1
	-12
	4
	0

	
	-8
	-8
	14
	-4
	

	4
	4
	-7
	2
	0
	

	
	-8
	8
	-2
	
	

	4
	-4
	1
	0
	
	

	
	-8
	24
	
	
	

	4
	-12
	25
	
	
	


( = -2
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Nalezení racionálních kořenů polynomu

Věta 3.20:
Nechť 
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 je polynom s celočíselnými koeficienty. Je-li racionální číslo 
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Důkaz:
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(1) ( p|a0 qn 
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Poznámka:
„Vytipujeme“ možné racionální kořeny

Věta 3.21:
Nechť f(x) je polynom s celočíselnými koeficienty. Je-li 
[image: image63.wmf]q

p

 kořen f(x), D(p,q) = 1, pak pro libovolné n(Z platí: (p – qn)|f(n)

Důkaz:
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 je kořen 
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) g(n) (

( q f(n) = (nq – p) g(n) (  (p – nq)|q f(n). (Musíme ukázat, že p – nq,q jsou nesoudělná)


Označme t společný dělitel p – nq, q ( t|p – nq, t|q  
[image: image68.wmf])
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Þ

t|p – nq + nq ( t|p. 


Vzhledem k tomu, že také platí t|q a D(p,q) = 1 zřejmě t = 1. Pak ale (p – nq)|f(n)

Příklad:
Najděte kořeny polynomu f(x), kde 


f(x) =105x9 - 314x8 - 327x7 + 1283x6 + 42x5 - 105x4 – 1692x3 – 16x2 + 144x + 16
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Celkem 80 racionálních čísel


Pomocí Hornerova schematu určíme f(-1), f(1)

( = 1


	105
	-314
	-327
	1283
	42
	-105
	-1692
	-16
	144
	16

	
	105
	-209
	-536
	747
	789
	684
	-1008
	-1024
	-880

	105
	-209
	-536
	747
	789
	684
	-1008
	-1024
	-880
	-864 = f(1)


( = -1

	105
	-314
	-327
	1283
	42
	-105
	-1692
	-16
	144
	16

	
	-105
	419
	-92
	-1191
	1149
	-1044
	2736
	-2720
	2576

	105
	-419
	92
	1191
	-1149
	1044
	-2736
	2720
	-2576
	2592 = f(-1)



Tedy (1 není kořen (škrtneme) ( zbývá jich už jen 78


p – q | 864; 

p + q | 2592


864 = 24(3 (17;
2592 = 25(34 
a začneme vyškrtávat. 


Např.: 
[image: image77.wmf]15

2

 nemohou být kořenem, neboť 2 + 15 = 17 † 2592
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atd.


zbyde: ( 2, 
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 EMBED Equation.3  [image: image82.wmf],
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( = 2

	105
	-314
	-327
	1283
	42
	-105
	-1692
	-16
	144
	16

	
	210
	-208
	-1070
	426
	936
	1662
	-60
	-152
	-16

	105
	-104
	-535
	213
	468
	831
	-30
	-76
	-8
	0

	
	210
	212
	-646
	-866
	-796
	70
	80
	8
	

	105
	106
	-323
	-433
	-398
	35
	40
	4
	0
	

	
	210
	632
	618
	370
	-56
	-42
	-4
	
	

	105
	316
	309
	185
	-28
	-21
	-2
	0
	
	

	
	210
	1052
	2722
	5814
	11572
	23102
	
	
	

	105
	526
	1361
	2907
	5786
	11551
	23100 ≠ 0
	
	
	



Tedy f(x) = (x – 2)3 (105x6 + 316x5 + 309x4 + 185x3 - 28x2 - 21x - 2)






g(x)
g(2) = 23100


a lze dále škrtat pomocí vztahu p – 2q|22(3(52(11 



a zbyde -2, 
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( = -2

	105
	316
	309
	185
	-28
	-21
	-2

	
	-210
	-212
	-194
	18
	20
	2

	105
	106
	97
	-9
	-10
	-1
	0

	
	-210
	208
	-610
	1238
	-2456
	

	105
	-104
	305
	-619
	1228
	-2457
	



f(x) = (x – 2)3 (x + 2) (105x5 + 106x4 + 97x3 – 9x2 – 10x - 1)

( = 
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	144
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	608/9
	959/27
	

	105
	176
	608/3
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	105
	141
	144
	39
	3

	
	-21
	-24
	-24
	-3

	105
	120
	120
	15
	0

	
	-21
	-99/5
	-501/25
	

	105
	99
	501/5
	není kořen
	


( = 
[image: image88.wmf]7

1

-


	105
	120
	120
	15

	
	-15
	-15
	-15

	105
	105
	105
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	-15
	-90/7
	

	105
	90
	není kořen



f(x) = (x – 2)3 (x + 2) (x - 
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Příklad:
Určete polynom F(x) nejmenšího možného stupně, který při dělení polynomy 


(x – 1)2 a (x - 2)3 dává zbytky 2x a 3x. 


F(x) = (x – 1)2 G(x) + 2x = (x - 2)3 H(x) + 3x



(x – 1)2 G(x) = (x - 2)3 H(x) + x



(x – 1)2 musí dělit (x - 2)3 H(x) + x 


((x – 1) – 1)3 H(x) + x = [(x - 1)3 – 3(x - x)2 + 3(x - 1) - 1]H(x) + x


(x - 1)3 – 3(x - x)2  dělitelné (x – 1)2 

(x – 1)2 | (3x – 4) H(x) + x ( R(x) (x – 1)2 = (3x – 4) H(x) + x



H(x) = ax + b  (co nejmenší stupeň)


R(x) (x – 1)2 = (3x – 4) (ax + b) + x ( R(x) = 3a


3a (x2 – 2x + 1) = 3ax2 – 4ax + 3bx – 4b + x

	-2a =  3b + 1

	 3a = - 4b




a = 4, b = -3



H(x) = 4x – 3 ( F(x) = (x - 2)3 (4x – 3) + 3x = 4x4 – 27x3 + 66x2 – 65x + 24

Příklad:
Pro která přirozená n je 0 kořenem polynomu (x + 1)n + (x – 1)n – 2  


Jakou má násobnost?


(x + 1)n + (x – 1)n – 2  = xn + nxn-1 + … + nx + 1 +xn – nxn-1 + … + (-1)n – 2 (

( pro n liché je absolutní člen = -2 ( 0 není kořen


     pro n sudé je absolutní člen = 0 a polynom je ve tvaru 
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Tedy nula je dvojnásobným kořenem. 

Příklad:
Najděte kořeny polynomu f(x) = x2 + x + 1 v tělesech R, Z3, Z5. 


R
neexistují (ireducibilní polynom v R[x] )


Z3 
x2 + x + 1 = (x – 1)(x – 1) = x2 - 2x + 1







    +1



1 je dvojnásobný kořen


Z5 
x2 + x + 1 = f(x)
f(1) = 3, f(2) = 22 + 2 + 1 = 2



Ireducibilní polynom v Z5. 


Některé polynomy v R nemají kořen – např. 2x2 + 1, x4 + x2 + 1, atd.


Situace se změní, pokud „zvětšíme“ číselný obor na C. 

Věta 3.22:
(Základní věta algebry)


Každý nenulový polynom F(x) stupně n má v C právě n kořenů. (počítáno i s jejich násobností)

Věta 3.23:
Jsou-li dva polynomy F(x), G(x) stupně nejvýše n takové, že pro n + 1 různých 


čísel c0, c1, …, cn platí F(ci) = G(ci), pak F(x) = G(x). 

Důkaz:
Sporem


Nechť F(x) ≠ G(x). 


Pak F(x) – G(x) je polynom stupně nejvýše n, který má n + 1 kořenů – spor!

Symetrické polynomy


Uvažujme polynom f(x) ( T[x]; st f(x)>1


f(x) = xn + an-1xn-1 + an-2xn-2 + … + a1x + a0 


Nechť f(x) má kořeny (1, (2, …, (n ( T. Pak dle B.V. platí


f(x) = (x - (1)(x - (2) … (x - (n) = 


xn – ((1 + (2 + …+ (n)xn-1 + ((1(2+ (2(3+ …+ (n-1(n)xn-2 - … +(-1)n (1(2 … (n

(porovnáme koeficienty)


an-1 = -((1 + (2 + …+ (n) 
(

an-2 = ((1(2+ …+ (n-1(n)
(
Vietovy vztahy

.



(
„vztahy mezi kořeny a koeficienty


.



(
polynomu f(x)“


a0 = (-1)n (1(2 … (n 

(

Přeznačíme-li libovolné kořeny f(x), tj. provedeme-li libovolnou permutaci, polynom f(x) se nemění a nemění se ani vztahy mezi koeficienty a kořeny polynomu f(x) ( budeme studovat polynomy n neurčitých, které se nemění po provedení libovolné permutaci na jeho neurčité. 

Věta 3.24:
I je OI. Označme I [x1, x2, …, xn] = 
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I [x1, x2, …, xn] nazveme oborem integrity polynomů n neurčitých x1, x2, …, xn nad oborem integrity I.
P.32: Dokažte, že (I [x1, x2, …, xn], +, () je OI.

Příklad:
R, R[x1, x2, x3] 


f(x1, x2, x3) = 3x15x3 – 7x2x37 (R[x1, x2, x3] 


Nechť 
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 je permutace, f(x1, …, xn)(I[x1, …, xn]


Označme 
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Říráme, že permutace ( převádí polynom f na polynom ((f).

Příklad:
OI – (Z, +, ()
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f(x1, …, x6) = 2x15 + 3x1x2 – 4x57 + 2x6(Z[x1, …, x6] 


Permutace ( převede f na ((f) = 2x65 + 3x6x2 – 4x37 + 2x5( Z[x1, …, x6] 


Zřejmě je lhostejné, zdali provádíme permutaci ( na jednotlivé členy polynomu 


nebo na celý polynom, proto platí:

Věta 3.25:
Pro libovolné polynomy f, g( I [x1, x2, …, xn] a libovolnou permutaci  ((sn platí:


([f + g] = ([f] + ([g]


([f ( g] = ([f] ( ([g]

Definice 3.26:
Polynom f(x1, x2, …, xn)(I [x1, x2, …, xn] se nazývá symetrický polynom (SP), jestliže pro libovolnou permutaci ((sn platí  ((f (x1, x2, …, xn)) = f(x1, x2, …, xn) 

Příklad:
1) každý polynom jedné neurčité je SP


2) f(x1, x2, x3) = x13 + x23 + x33 + x1x2x3  je SP


3) nulový polynom je SP


4) f(x1, x2) = x1 + x2 + 2x1x2 + 2x22 není SP


5) f(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3 + x1x2 + x2x3 není SP


6) f(x1, x2, x3) = x1 + x2 – 5x1x2 není SP

Věta 3.27:
I je OI, množina všech SP z I [x1, …, xn] je OI. Značíme ho Is [x1, …, xn]. (podobor integrity OI   I[x1, …, xn]). 

P.33: Dokažte, že Is [x1, …, xn] je OI pokud I je OI. 

Definice 3.28:
f(x1, …, xn) (Is [x1, …, xn] . Jestliže každý člen polynomu f lze vytvořit provedením vhodné permutace z sn na libovolný předem zvolený jeho člen, pak nazýváme polynom f(x1, …, xn) jednoduchým symetrickým polynomem (JSP). 

Příklad:
1) f(x1, x2, x3, x4) = x13 + x23 + x33 + x43 je JSP


2) f(x1, x2, x3, x4) = x12 + x22 + x32 + x42 + x1x2x3x4 je SP, není JSP


3) f(x1, x2, x3, x4) = x1x2 + x1x3 + x2x3 není JSP

Poznámka:
Uvažujme libovolný symetrický polynom


f(x1, x2, x3) = (x12 + x22 + x32) + (x1x2 + x1x3 + x2x3) + (x1x2x3) + (x12x22x32)





JSP

JSP

        JSP
    JSP

Věta 3.29:
Každý nenulový SP je součtem konečně mnoha JSP.

Důkaz:
Nechť f( Is [x1, …, xn] libovolný, vezměme jeho libovolný člen (existuje neboť f≠0) 


ve tvaru 
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. Definujme JSP s1 jako součet všech členů tvaru  
[image: image101.wmf])

...

(

2

1

2

1

n

k

n

k

k

x

x

ax

p

. 


Polynom f1 = f – s1 je opět SP (neboť SP tvoří OI). Pokud f1≠0 užijeme opět předchozí postup. Po konečně mnoha krocích dostáváme f-s1-s2-…-sk= 0 ( s1+s2+…+sk= f












JSP

Poznámka:
Vidíme, že JSP je jednoznačně určen jedním svým členem a počtem neurčitých. Toho lze využít ke zkrácení zápisu 
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Příklad:
f(x1, x2, x3) = x12x2 + x12x3 + x22x1 + x22x3 + x32x1 + x32x2 + x13 + x23 + x33 = =
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Kolik má takový JSP členů?

Příklad:
Určete počet členů JSP ve tvaru 
[image: image105.wmf]å
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Definice 3.30:
Nechť 
f(x1, …, xn) je libovolný SP nad OI I. Nechť 
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 je jeho libovolný člen. Pak uspořádanou n-tici čísel (k1, k2, …, kn) nazveme výškou členu. 

Poznámka:
Na množině všech výšek členů polynomu zavádíme lexikografické uspořádání “ 
[image: image108.wmf]p

 ” 


Řekneme, že (k1, k2, …, kn) 
[image: image109.wmf]p

 (l1, l2, …, ln), 


jestliže v posloupnosti čísel l1 – k1, l2 – k2, … , ln – kn je první nenulové číslo kladné. 

P.34: Vyšetřete vlastnosti relace “
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x ≠ y  
( y
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Ostré uspořádání

Definice 3.31:
Nechť f(x1, …, xn) je SP. Člen s největší výškou se nazývá vedoucí člen polynomu f. Výška vedoucího členu se nazývá výškou polynomu f. 

Věta 3.32:
Pro výšku (k1, k2, …, kn) liboviolného SP platí 
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Důkaz:
Jednoznačnost plyne z P.34. 


Sporem dokážeme , že 
[image: image120.wmf]n
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Pak existují indexy  i < j tak, že ki < kj. 


Protože f je SP, musí obsahovat i člen, který vznikne provedením permutace ( na vedoucí člen f. 



[image: image121.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

n

n

i

j

j

i

K

K

K

K

K

K

2

2

1

1

p



tento člen má výšku (k1, k2, …, ki-1, kj, ki+1, …, kj-1, ki, kj+1, …kn)


vedoucí člen měl výšku (k1, k2, …, ki-1, ki, ki+1, …kn) 


( (vedoucí člen) - vedoucí člen = (0, …, 0, kj – ki, 0, …)








> 0



tzn. nový člen má větší výšku než vedoucí člen ( spor

P.35: Rozhodněte, zda platí: f je SP a pro jeho člen 
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 platí, že 
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         Je tento člen vedoucím členem polynomu f ? 



f(x1, x2, x3) = x12x2 + x12x3 + x22x1 + x22x3 + x32x1 + x32x2 + x13 + x23 + x33


2(2, 1, 0) 3(2, 0, 1) 4(1, 2, 0)



7(0, 2, 1) 5(1, 0, 2) 8(0, 1, 2)



1(3, 0, 0) 6(0, 3, 0) 9(0, 0, 3)



!spor!
Věta 3.33:
Vedoucí člen součinu dvou SP je roven součinu vedoucích členů jednotlivých činitelů.

Důkaz:
Jelikož násobení polynomů je asociativní, stačí tvrzení dokázat pro dva polynomy.  


Nechť f, g(Is[x1, …, xn]. Výška f = (k1, k2, …, kn) a výška  g = (l1, l2, …, ln). 


Každý člen polynomu f(g je součinem jednoho členu polynomu f s výškou (k1’, …, kn’) a jednoho členu polynomu g s výškou (l1’, …, ln’). 


Pak je každá z posloupností 



k1- k1’, k2 - k2’, …, kn - kn’



l1 -  l1’, l2 -  l2’, …, ln -  ln’


buď nulová, nebo její první nenulový člen je kladný. Tedy i posloupnost 


(k1+l1)- (k1’+l1’), …, (kn+ln)- (kn’+ln’) je buď nulová nebo první nenulový člen je kladný. Nulová je tedy, jestliže oba uvažované členy jsou vedoucí členy svých polynomů. Tedy výška polynomu f(g je (k1+l1, …, kn+ln) a vedoucí člen tohoto polynomu je roven součinu vedoucích členů f a g. 

Definice 3.34:
Nechť n(N, n>0. Polynomy 
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z Is[x1, …, xn] se nazývají elementární symetrické polynomy ESP.

Poznámka:
1) vidíme, že každý ESP je JSP


2) výška ESP 
[image: image125.wmf](
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Věta 3.35:
Nechť f(I [x1, …, xn] a nechť je tvaru 
[image: image126.wmf](
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Pak f je SP s vedoucím členem 
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Důkaz:
Nechť f je ve tvaru 
[image: image128.wmf](
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Z věty 3.33 je jasné, že vedoucí člen f j eve tvaru 
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Pokud označíme vedoucí člen 
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Odtud dostáváme
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Věta 3.36:
Hlavní věta o symetrických polynomech

f(x1, …, xn) je SP n neurčitých nad OI I. 


Pak existuje právě jeden polynom F(z1, …, zn)(I[z1, …, zn] takové, že 


f(x1, …, xn) = F((1(x1, …, xn), (2(x1, …, xn), …,(n(x1, …, xn))

Důkaz:
existence:
f(x1, …, xn)( Is[x1, …, xn]. Pokud f = 0 stačí položit F = 0. Pro f ≠ 0 provedeme důkaz indukcí podle výšky f. 

1) Má-li f výšku (0, 0, …, 0) tzn. Je to polynom stupně 0.

f(x1, …, xn) = a, a ≠ 0, a ( I, pak položím F = a

2) Nechť f má výšku (k1, k2, …, kn) ≠ (0, 0, …, 0) a nechť dokážeme F sestrojit pro každý polynom výšky menší než je (k1, k2, …, kn). 

Vzhledem k tomu, že výška f je (k1, k2, …, kn), má f vedoucí člen ve tvaru 
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Dle věty 3.35 má stejný vedoucí člen jako polynom 
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Označme f1(x1, …, xn) = f(x1, …, xn) - 
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f1 je SP (dle P.33) a má výšku menší než je výška f. 

Dle indukčního předpokladu lze k f1 sestrojit polynom F1 tak, že 

f1(x1, …, xn) = F1((1, (2, …, (n)

Dosazením dostáváme 
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 = F1((1, (2, …, (n) + 
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stačí položit F = F1 + 
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Příklad:
Vyjádřete 
[image: image139.wmf]å
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Postup:
Výška je (2, 1, 0) tzn. Dle věty 3.35 má 




stejný vedoucí člen polynom 


(2, 1, 0) > (1, 1, 1)





[image: image140.wmf]2

1

0

3

0

1

2

1

2

1

s

s

s

s

s

=

-

-



Tedy
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a = ?




(x1 + x2 + x3)(x1x2 + x1x3 + x2x3)
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Příklad:
Vyjádřete SP f pomocí ESP.


f(x1, x2, …, x6) = 
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)

6

(

4

3

2

3

1

x

x

x

x



Postup:



výška (3, 1, 1, 1, 0, 0)

tedy polynom f má stejný vedoucí člen jako polynom
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vypišme všechny menší výšky


(2, 2, 2, 0, 0, 0) > (2, 2, 1, 1, 0, 0) > (2, 1, 1, 1, 1, 0) > (1, 1, 1, 1, 1, 1)
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(x1 + … + x6) (x1x2x3x4x5+ … + x2x3x4x5x6)
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výška polynomu je (3, 1, 1, 1, 0, 0)


Tedy a = 0 neboť vedoucí člen má výšku (6, 0, 0, 0, 0, 0).


Analogicky b = 0, c = 0, d = 0, f = 0, h = 0.
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Vietovy vztahy


an-1 = -((1 + (2 + …+ (n) = -(1



an-2 = ((1(2+ …+ (n-1(n) = (2



.






.






a0 = (-1)n (1(2 … (n 
= (-1)n(n
Poznámka:
Známe an-1, …, a1, a0 ale neznáme kořeny (1, (2, …, (n. 


Můžeme určit hodnotu f(z1, …, zn) aniž vypočítáme kořeny polynomu f.

Příklad:
Určete součet a součin kořenů polynomu f(x) = x5 + 3x4 – x3 – x2 – 3x – 1

Řešení:
1)   nalézt kořeny a vypočítat součet a součin

2) an-1 = -((1 + (2 + … + (n) = 3

součet je -3

součin je (-1)n(n = a6 = (-1)5 (n = -1 ( součin je -1

Příklad:
Najděte kořeny polynomu x3 – 7x + 6, pokud víte, že jeden z jeho kořenů je dvojnásobkem druhého. 


(1, (2 = 2(1, (3

z Vietových vztahů


 0 = 3(1 + (3

-7 = 2(12 + 3(1(3

-6 = 2(12(3 


(3 = -3(1

-7 = 2(12 + 3(1(-3(1)


-7 = -7(12

(1 = (1


-6 = 2(1(3 ( (3 = -3
, (1 = 1, (2 = 2

Definice 3.37:
Jednoduché symetrické polynomy 
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, k = 1, 2, … nazýváme součty k-tých mocnin. Pro úplnost klademe s0 = n.

Věta 3.38:
(Newtonovy vzorce)


Pro součty k-tých mocnin sk platí:
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 k = n, n+1, …


n=2:

s1 = x1 + x2 = (1

s2 = x12 + x22 = (x1 + x2)2 -2 x1x2 = (12 - 2(2

s3 = (13 -3(1(2

s4 = (14 - 4(12(2 + 2(22

s5 = (15 - 5(13(2 + 5(1(22
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n = 3:

s2 = x12 + x22 + x32 =  (12 -2 (2

s3 = (13 -3(1(2 + 3(3

s4 = (14 - 4(12(2 + 2(22 + 4(1(3

s5 = (15 - 5(13(2 + 5(1(22 + 5(12(3 - 5(2(3


s6 = (16 - 6(14(2 + 9(12(22 - 2(23 + 6(13(3 - 12(1(2(3 + 3(32
Příklad:
Určete (15 + (25 , kde (1, (2 jsou kořeny polynomu f(x) = x2 + x – 19


(1 = (1 + (2 = -1


(2 = (1(2 = -19


(15 + (25 = s5 = (15 - 5(13(2 + 5(1(22 = -1901

Příklad:
Určete p, q, víte-li, že polynom f(x) = x2 + px + q má kořeny (1, (2 a platí:


(15 + (25 = 31, (1 + (2 = 1


-p = (1 + (2 = (1

q = (1(2 = (2

S5 = (15 + (25 = (15 - 5(13(2 + 5(1(22 = -p5 + 5p3q – 5pq2 = 31

dosaď p = -1


q2 – q – 6 = 0


q1 = 3, q2 = -2 ( x2 – x + 3, x2 – x – 2

Příklad:
Určete a(R tak, aby pro kořeny (1, (2, (3 polynomu x3 – 6x2 + ax + a platilo 


((1 - 3)3 + ((2 - 3)3 + ((3 - 3)3 = 0


(1 = 6  (
s1 = (1 = 6


(2 = a  ( ( 
s2 = (12 - 2(2 = 36 – 2a


(3 = -a (
s3 = (13 - 3(1(2 + 3(3 = 216 – 21a


0 = ((1 - 3)3 + ((2 - 3)3 + ((3 - 3)3 = (13 - 9(12 + 27(1 – 27 + (22 - 9(2² + 27( - 27 + 


+ (33 - 9(22 + 27(3 – 27 = s3 - 9s2 + 27s1 – 81 = 216 – 21a -9(36 – 2a) + 27 ( 6 – 81 = 


= -27 – 3a


0 = -27 – 3a ( a = -9

Příklad:
Řešte soustavu 
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2.možnost


b6 = (b2)3 = 
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b6 = (b3)2 =(3 – a3)2 = 9 – 6a3 + a6
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3. možnost (asi jediná možná)
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z první určíme (2 a dosadíme do druhé  


(13 - 7(1 + 6 = 0


tato rovnice má kořeny 1, 2, -3

1) (1 =  1
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( a, b jsou kořeny polynomů
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